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1 集中不等式

Chernoff界可以扩展到任何次高斯（subgaussian）随机变量。

Definition 1.1. 随机变量被称为次高斯随机变量，如果存在 c > 0, σ,使得对充分大的t,P(x ≥
t) ≤ ce−

t2

2σ2 .

Example 1.2. 支撑集为闭区间 (或其他 Rd上紧集)的连续分布.原因是在一个区间内有界而

他处为 0.

Definition 1.3. 对次高斯随机变量,可以定义范数 [2]:

∥x∥sg = inf
s>0

E[e
x2

s2 ≤ 2].

在机器学习等任务中，时常需要计算数据的统计量,如均值、最大值等。受限于巨量数

据，难以精确计算。故而可以使用集中不等式来估计。

Theorem 1.4 (次高斯分布的 Hoeffding界). x1, x2, . . . , xn 是独立的次高斯随机变量.均值皆

为 0.则有

P

(
|

n∑
1

xi| ≥ t

)
≤ 2e

− 2t2∑
∥xi∥2sg

Example 1.5. 若 Xi ∈ [ai, bi],则有

P

(
|

n∑
1

(xi − EXi)| ≥ t

)
≤ 2e

− 2t2∑
(bi−ai)

2

Remark 1.6. 事实上,上式对任意随机变量都成立,并不局限于次高斯变量.

接下来我们引入一个有用的概念.
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Definition 1.7 (鞅). 对于随机变量序列 zi, z2, . . . ,有

E[zj|z1, z2. . . . , zj1 ] = (/ ≤ / ≥)zj−1, ∀j ∈ N.

则称之为一个鞅 (martingale)(/下鞅 (submartingale)/上鞅 (supermartingale))序列.

Example 1.8. 一个人参加一系列赌博游戏,每次游戏带来的收益均值都为 0.则此人的本金

(构成的序列)是一个鞅.

Theorem 1.9 (Azuma不等式). 对于上述的鞅/下鞅,如满足 ∀i, zi−zi−1 ∈ [ai, bi], |ai−bi| ≤ ci,

则

P (zj − z0 ≤ −t) ≤ e
− t2∑

c2
i

Proof.

P (zj − z0 ≤ −t) = P

(
j∑

i=1

(zi−1 − zi) ≥ t

)
≤ e−λtE[eλ

∑j
i=1(zi−1−zi)] (Chernoff界)

= e−λtE
[
E[eλ

∑j
i=1(zi−1−zi)|zj−1, . . . , z1]

]
(全期望公式)

= e−λtE
[
eλ

∑j−1
i=1 (zi−1−zi)E[eλ(zj−1−zj)|zj−1, . . . , z1]

]
= e−λtE

[
eλ

∑j−1
i=1 (zi−1−zi)E[eλ(E[zj ]−zj)|zj−1, . . . , z1]

]
(鞅的定义)

≤ e−λtE
[
eλ

∑j−1
i=1 (zi−1−zi)e−λ2 (bj−aj)

2

8 |zj−1, . . . , z1]

]
(上节课讲义中的 Hoeffding引理)

≤ e−λte−
λ2

∑
i(bi−ai)

2

8 (递推)

≤ e
− t2∑

c2
i (优化λ)

Remark 1.10. 同理可证 P (zj − z0 ≥ t) ≤ e
− t2∑

c2
i

2 Chaining

上述集中不等式提供了随机变量均值的尾概率,要研究一族随机变量的上界 (同样是随

机变量)的尾概率,我们引入 Chaining方法.以下我们研究一个具体的案例,从中管窥 chain-

ing方法的一角.更多应用参见 [1].
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假设我们被给定了一族有界向量 T ⊂ Rn,其在 X范数下的直径为ρX(T ). 又有随机向

量 g ∈ Rn的每一项都是独立的标准高斯分布 (均值为 0,方差为 1).我们研究 (Xt)t∈T , Xt :=

⟨g, t⟩. 利用正态分布线性组合均值、方差的性质,可以算出

∀s, t ∈ T,P(|Xs −Xt| > λ) ≲ e−λ2/(2∥s−t∥22). (1)

上式中,≲表示右端乘以某常数 c后 ≤成立. 接下来,我们展示三种计算 g(T ) := Eg sup
t∈T

Xt

的尾分布的方法.

2.1 方法一:合并界 (Union bound)

回顾概率论的知识,我们有:

E |Z| =
∫ ∞

0

P(Z > u)du.

从而

E sup
t∈T

Xt =

∫ ∞

0

P(sup
t∈T

Xt > u)du

≤
∫ 2ρℓ2 (T )

√
2 log |T |

0

≤1︷ ︸︸ ︷
P(sup

t∈T
Xt > u) du+

∫
ρℓ2 (T )

√
2 log |T |

P(sup
t∈T

Xt > u)du

≤ ρℓ2(T )
√
2 log |T |+

∫ ∞

ρℓ2 (T )
√

2 log |T |

∑
t∈T

P(Xt > u)du (合并界)

≤ ρℓ2(T )
√
2 log |T |+ |T | ·

∫ ∞

ρℓ2 (T )
√

2 log |T |
e−u2/(2ρℓ2 (T )2)du

= ρℓ2(T )
√

2 log |T |+ ρℓ2(T ) · |T | ·
∫ ∞

√
2 log |T |

e−ν2/2dν(变量代换)

≲ ρℓ2(T ) ·
√

log |T |

(2)

2.2 方法二：ϵ−网

设 T ′ ⊆ T 为 T 的 ε-网,定义为满足对任意 t ∈ T 都存在 t′ ∈ T ′使得 ∥t− t′∥2 ≤ ε的集

合. 由 ⟨g, t⟩ = ⟨g, t′ + (t− t′)⟩,有

Xt = Xt′ +Xt−t′ .

从而

g(T ) ≤ g(T ′) + E sup
t∈T

⟨g, t− t′⟩ .
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由(2)，g(T ′) ≲ ρℓ2(T
′) ·
√

log |T ′| ≤ ρℓ2(T ) ·
√

log |T ′| .又有 ⟨g, t−t′⟩ ≤ ∥g∥2 ·∥t−t′∥ ≤ ε∥g∥2,
以及

E∥g∥2 ≤ (E∥g∥22)1/2 ≤
√
n.

上式第一个不等号将 ∥g∥2 ∗ 1视作两项的乘积，作积分的 Cauchy-Schwarz不等式，第二个

不等号源于直接计算。得出：

g(T ) ⩽ ρℓ2(T ) ·
√

log |T ′|+ ε
√
n

= ρℓ2(T ) · log1/2 N (T, ℓ2, ε) + ε
√
n

(3)

此处N (T, d, u)表示度量熵（metric entropy）或覆盖数（covering number），定义为 d−度量
空间中使用半径为 u的球覆盖 T 所需的最小个数。易见这即为 u-网大小的下确界。可以通

过优化(3)中的参数 ϵ来得出更精细的界。不论如何，比起(2),至少这一上界对于 T 为无穷

集的情形不再平凡了.

2.3 方法三：Dudley不等式（Chaining）

Chaining的核心思想是，使用越来越细密，乃至可数多个网，来减小上界。设 Tr ⊂ T

为 T 的 2−rρℓ2(T )-网，其覆盖半径记为 ϵr，tr 是 Tr 中距离 t最近的点。则有

⟨g, t⟩ = ⟨g, t0⟩+
∞∑
r=1

⟨g, tr − tr−1⟩

这是因为 tr 距离 t趋于零。

g(T ) ≤
∞∑
r=1

E sup
t∈T

⟨g, tr − tr−1⟩

≲
∞∑
r=1

ρℓ2(T )

2r
· log1/2(N (T, ℓ2,

ρℓ2(T )

2r
)2) (由 (2)及三角不等式） (4)

≲
∞∑
r=1

ρℓ2(T )

2r
· log1/2 N (T, ℓ2,

ρℓ2(T )

2r
).

在此对 (4)做一解释：由三角不等式，可知 ∥tr− tr−1∥不超过 ϵr+ ϵr−1，注意到 |Tr−Tr−1| ≤
|Tr| · |Tr−1| ≤ |Tr|2，Tr 选为最小的 ϵr-网，直接利用合并界 (2)即可。

同学们可以尝试将 T 取成欧氏空间内的单位球或方块，具体计算一下。将会发现通过

Chaining得到的界更优。
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