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本章介绍 JL变换的一些应用场景。

1 JL变换结合 k-means

回顾 k-means问题，其输入是 X = {x1, . . . , xn} ⊂ Rd，目标为寻找最优的 k个类中心

C = {c1, . . . , ck} ⊂ Rd，将每个 xi 归类于其最近的中心点 cj，使得所有数据点到类中心的

距离平方和最小，即

cost(x,C) = min
c∈C

||x− c||2

cost(X,C) =
∑
x∈X

cost(x,C)

C∗ = arg min
|C|=k,C⊂Rd

cost(X,C)

k-means问题众多经典的求解方法，如 Lloyd算法，k-means++算法等，均需要计算点

对之间的距离，该过程和维度 d线性相关，直接导致了总体时间复杂度中和 d的线性依赖

关系。当处理高维数据时，一个自然的想法是先对数据进行降维再来求解后续的优化问题。

对于 k-means问题，我们可以证明如下结论：

Theorem 1.1. 给定 k-means 问题的输入 X ⊂ Rd，利用 JL 变换 f : Rd → Rm 将 X 降维

成X ′，其中m = Θ( logn
ϵ2

)。考虑在X ′上的任意一个 λ-近似比的聚类结果 {C1, . . . , Ck}，令
C−1

i = {f−1(x) : x ∈ Ci}，那么 {C−1
1 , . . . , C−1

k }是 X 的 1+ϵ
1−ϵ

λ-近似比的聚类结果。

Remark 1.2. 对于一个最小化的优化问题P，对应的最优解为Xopt。如果某个解满足 cost(X) ≤
λ · cost(Xopt)，那么我们说 X 是问题 P 的一个 λ-近似比的解。

定理 1.1为我们利用 JL变换先做数据降维再求解 k-means的想法提供了理论保证，它

说明在降维后的数据上求解得到的聚类结果，逆变换为原空间后，同样是不错的选择。为

了证明该定理，我们先介绍一个基础的结论
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Claim 1.3. ∀ Q ⊂ Rd，令 µ(Q) = 1
|Q|

∑
q∈Q q，有

∑
q∈Q

||q − µ(Q)||2 = 1

2|Q|
∑
qi

∑
qj

||qi − qj||2

Proof. ∑
qj

||qi − qj||2 =
∑
qj

||qj − µ(Q)||2 + |Q| · ||µ(Q)− qi||2

⇒
∑
qi

∑
qj

||qi − qj||2 = |Q|
∑
qj

||qj − µ(Q)||2 + |Q|
∑
qi

||µ(Q)− qi||2

⇒
∑
q∈Q

||q − µ(Q)||2 = 1

2|Q|
∑
qi

∑
qj

||qi − qj||2

上述结论说明点集到其重心的距离平方和，与点集内部所有点对之间的距离平方和有

关。我们接下来证明定理 1.1:

Proof. (定理 1.1)对任意点集 Q，令 Γ(Q) = 1
2|Q|

∑
qi

∑
qj
||qi − qj||2。记 X ′ 中归类于 ci 的

点的集合为 Ci，X 中归类于 f−1(ci) 的点的集合为 C−1
i 。由 Claim 1.3 可知

∑
x∈C−1

i
||x −

µ(C−1
i )||2 = Γ(C−1

i )。因此，C−1 = {C−1
i , . . . , C−1

k }对应的损失

cost(C−1) =
k∑

i=1

Γ(C−1
i )

同时，由于 X ′是由 X 经过 JL变换而来，因此

Γ(C−1
i ) ∈ (

1

1 + ϵ
,

1

1− ϵ
) · Γ(Ci)

cost(C−1) ∈ (
1

1 + ϵ
,

1

1− ϵ
) ·

k∑
i=1

Γ(Ci)

假设 X 上的最优聚类划分为 U = {U1, . . . , Uk}，令 U ′
i = {f(x) : x ∈ Ui}，则

k∑
i=1

Γ(U ′
i) ∈ (1± ϵ)

k∑
i=1

Γ(Ui)

由于 C = {C1, . . . , Ck}是 X ′上的 λ-近似比的聚类结果，所以
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cost(C−1) ≤ 1

1− ϵ

k∑
i=1

Γ(Ci) ≤
λ

1− ϵ

k∑
i=1

Γ(U ′
i) ≤

1 + ϵ

1− ϵ
λ

k∑
i=1

Γ(Ui)

在上述证明中，JL变换后的维度为Θ( logn
ϵ2

)，所以我们可以以很大概率保证所有点对的

距离都变化不大，从而完成整体推导。但实际上，k-means的需求是弱于这个前提的，它仅

需要每个类内部的点对平方和变化不大。从该角度来看，我们指定投影后的维度为 Θ( logn
ϵ2

)

其实是稍微有点强了，这个维度直觉上可以更低。

2 降维视角下的 k-means

Definition 2.1 (聚类指示矩阵). 给定数据输入 X ∈ Rn×d，考虑其一个聚类划分 C，定义聚
类指示矩阵（cluster indicator matrix）为 IC ∈ Rn×d，满足

IC(i, j) =


1√
|Cj |

xi ∈ Cj

0 xi /∈ Cj

Example 2.2. 考虑X = {x1, x2, x3, x4, x5, x6}，它们分别属于聚类 2，1，1，3，2，1，那么

IC =



0 1√
2

0
1√
3

0 0
1√
3

0 0

0 0 1

0 1√
2

0
1√
3

0 0


根据 IC 的定义，我们容易发现它的 k个列向量是单位正交的。更进一步，我们有如下

关系：

Claim 2.3. 令 cost(C)表示聚类划分 C 对应的 k-means损失，那么

||X − ICI
T
C X||2F = cost(C)
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Proof.

ITC X =


...

1√
|Ci|

∑
x∈Ci

x

...


k×d

=


...√

|Ci|µ(Ci)
...


k×d

考虑 x ∈ Ci，令 c(x) = µ(Ci)，则

ICI
T
C X =


c(x1)

...

c(xn)


n×d

||X − ICI
T
C X||2F =

n∑
i=1

||xi − c(xi)||2 = cost(C)

本质上，ICITC 可以视为对X 进行一个投影操作，而 k-means问题就相当于寻找最能维

持原结构的投影。

Theorem 2.4. 给定 X ⊂ Rn×d，令 R ∈ Rκ×d 为一个 Rd → Rκ 的 JL 变换矩阵，其中

κ = Θ( log k
ϵ2

)。X 经过 R变换后为 X̃。假设 P ∗是 X 的最优 k-means投影，P̃ 是 X̃ 的 λ-近

似比的 k-means投影，那么有

||X − P̃X||2F ≤ (9 + Θ(ϵ))λ||X − P ∗X||2F

Proof. 令 B = P ∗X, B̄ = (I − P ∗)X，则 X = B + B̄。于是有，

||X − P̃X||F = ||B + B̄ − P̃ (B + B̄)||F
≤ ||B − P̃B||F + ||B̄ − P̃ B̄||F (1)

≤ ||B − P̃B||F + ||B̄||F (2)

式 1是由 Schwarz’s不等式所得。式 2是因为 I−P̃ 仍然是一个投影矩阵，投影后的 Frobenius

范数不超过原始值。

由于 B 和 P̃B 中实际只有 k 个向量，因此根据 JL变换的性质，我们以高概率保证下

式成立：

||B − P̃B||2F ≤ (1 + ϵ) · ||(B − P̃B)RT ||2F
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因此有

||X − P̃X||F ≤
√
1 + ϵ · ||BRT − P̃BRT ||F + ||B̄||F

由于 (B + B̄)RT = X̃，于是

||X − P̃X||F ≤
√
1 + ϵ · ||(X̃ − B̄RT )− P̃ (X̃ − B̄RT )||F + ||B̄||F

≤
√
1 + ϵ · ||X̃ − P̃ X̃||F +

√
1 + ϵ · ||(I − P̃ )B̄RT ||F + ||B̄||F

≤
√
1 + ϵ · ||X̃ − P̃ X̃||F +

√
1 + ϵ · ||B̄RT ||F + ||B̄||F

≤
√

(1 + ϵ)λ||X̃ − P ∗X̃||+ (1 + ϵ)||B̄||F + ||B̄||F
≤ (1 + ϵ)

√
λ||X − P ∗X||F + (2 + ϵ)||B̄||F

≤ (3 + Θ(ϵ))
√
λ||X − P ∗X||F

因此

||X − P̃X||2F ≤ (9 + Θ(ϵ))λ||X − P ∗X||2F

定理 2.4告诉我们当投影维度为 Θ( log k
ϵ2

)时仍然可以保持 k-means解的损失，仅需要引

入额外 9 + Θ(ϵ)的乘性误差。在 2019年，该结论被进一步改进，维度仍然是 Θ( log k
ϵ2

)，额

外的乘性误差改进为 1 + Θ(ϵ)（参考 [1]）。
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