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Sublinear Algorithm（次线性算法）是一类算法 [3]，其时间复杂度或空间复杂度小于线性

时间 O(n)或线性空间 O(n)（其中 n是输入大小）。这些算法在处理大规模数据时尤为重

要，因为它们可以避免遍历整个输入，节省计算资源和存储空间。

次线性算法的特点

• 时间复杂度小于 O(n): 如 O(logn)、nϵ（其中 0 < ϵ < 1）、O(1)等。

• 不需要完整读取输入：往往通过随机采样、哈希或其他近似方法，从部分数据中推断

整体情况。

• 适用于大规模数据：如流数据处理、机器学习、图分析等领域。

1 1-median problem

“1-median problem” [1]（也叫 1-中位数问题或 1 median problem）是设施选址问题中的
一个经典优化问题。它在运筹学、图论和数据科学中都有广泛应用。

Definition 1.1 (1-median problem). 给定一个加权无向图 G = (V,E)，其中边的权重 w(e)满

足三角不等式（即 G是一个度量图），顶点数 |V | = n，边数 |E| =
(
n
2

)
（即 G是一个完全

图）。目标是寻找一个顶点 v∗ ∈ V 使得下式最小化：

S(v) =
∑
p∈V

w(p, v)

即选取一个顶点，使其到所有其他点的加权距离总和最小。

Goal: 找到一个顶点 v0 ∈ V，使得：

S(v0) ≤ (1 + δ)min
v∈V

S(v), δ > 0

想象一个 Oracle: 记作 Γδ(p, q)
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
S(p) > (1 + δ)S(q) 返回q

S(q) > (1 + δ)S(p) 返回p

S(p) ≤ (1 + δ)S(q)且S(q) ≤ (1 + δ)S(p) 返回p或q

那么做 n− 1次比较就能得到一个近似最小的顶点（证明略）。接下来就是怎么构造上

面这样的一个 Oracle，且该 Oracle的时间复杂度是常数级别 Θ(1).

构造方法：分别以 p, q为顶点，r为半径画球，定义H = Ball(p, r)∪Ball(q, r)，t = w(q, p)，

r = 1
δ
t。那么分类讨论

(1)对于 ∀v /∈ H，都有

• |w(v, p)− w(v, q)| ≤ t

• w(v, p), w(v, q) ≥ 1
δ
t

• w(v,q)
w(v,p)

, w(v,p)
w(v,q)

≤ w(v,p)+t
w(v,q)

= 1 + t
w(v,q)

≤ 1 + δ

所以所有球外的顶点都不考虑。

(2)对于 ∀v ∈ H，都有

• 0 ≤ w(v, p) ≤ t+ r = (1 + 1
δ
)t

• 0 ≤ w(v, q) ≤ t+ r = (1 + 1
δ
)t

根据Hoeffding Bounds。随机采样m个顶点（球内），对应的到顶点 p的距离为 x1, x2, . . . , xm。

如果我们希望

Prob[| 1
m

m∑
i=1

xi −
1

|H|
∑
v∈H

w(p, v)| ≥ ϵ(1 +
1

δ
)t] ≤ eO(mϵ2) = O(

1

n
)

那么m = O( 1
ϵ2
logn)。因此只需要采样m个顶点就能近似 1

|H|
∑

v∈H w(p, v)，使得

1

m

m∑
i=1

xi ∈ x̄± ϵ(1 +
1

δ
)t

1

m

m∑
i=1

yi ∈ ȳ ± ϵ(1 +
1

δ
)t

其中 x̄ = 1
|H|

∑
v∈H w(p, v), ȳ = 1

|H|
∑

v∈H w(q, v)。
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区分 x̄和 ȳ: 假设 x̄ > ȳ,那么有

x̄− ϵ(1 +
1

δ
)t > ȳ + ϵ(1 +

1

δ
)t

⇒ ϵ <
x̄− ȳ

2(1 + 1
δ
)t

根据三角不等式有 x̄+ ȳ ≥ t，对 x̄和 ȳ的取值范围进行分类讨论：

• (1) x̄, ȳ ≥ 1
3
t

• (2) ȳ ≤ 1
3
t, x̄ ≥ 2

3
t

得：

m = Θ(
1

δ4
logn)

所以，在 Θ( 1
δ4
nlogn)找到一个顶点 v0 ∈ V，使得：

S(v0) ≤ (1 + δ)min
v∈V

S(v), δ > 0.

2 k-median Problem

Definition 2.1 (k-median). 在集合 X 中寻找 k 个中心点 c1, . . . , ck ∈ X，使得以下目标函数

的值最小： ∑
p∈X

min
i=1,...,k

d(p, ci),

其中 d(p, ci)表示点 p到中心 ci的距离。

我们给出了一个时间复杂度为 O(n)的 k-median问题近似算法。该方法采用 Korupolu

等人提出的 (α, β)-近似算法（以下简称 KPR算法） [2]。令 s = a
√
kn log k，其中 a > 1的

具体值稍后给出。算法流程如下：

1. 从 X 中不放回地随机采样 s个点，构成集合 S；

2. 在 S 上运行 KPR的 k-median算法，输出集合 C ′ = {c′1, . . . , c′βk}；

3. 对于每个点 p ∈ X，将其分配给集合 C ′中离它最近的点，令 d(p, C ′)表示该距离；

4. 选取使得 d(p, C ′)最大的m = bkn
δ

log k个点构成集合M，其中 b稍后确定；
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5. 在M 上运行 KPR算法，得到输出中心集合 C ′′；

6. 输出 C ′和 C ′′。

我们设定 a = Θ
(

1
δ

√
log 1

δ

)
，b = Θ

(
1
δ2

log 1
δ

)
。算法的总运行时间为

O

(
k3n log k/δ2 log 1

δ

)
�

Theorem 2.2. 对于任意常数 δ > 0，上述算法以概率 Ω(δ)返回一个

((1 + δ)3(2 + α), 2β)

近似解，用于 k-median问题。

Proof. 证明过程详见 [1]定理 1.
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