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1 图上的最小割

给定一个无向图 G = (V,E)和边上的容量 c : E → R≥0。一个割 (S, T )是顶点集 V 的

一个划分，其中 S ∪ T = V 且 S ∩ T = ∅。割的容量定义为：

c(S, T ) =
∑

u∈S,v∈T

c(u, v)

其中，如果 (u, v) /∈ E，则约定 c(u, v) = 0。

我们的问题是：找到一个割 (S, T )，使得 c(S, T )的值最小。

1.1 Karger的随机收缩算法

Karger的算法是一种随机化的方法，用于近似求解最小割问题。其核心思想是通过重

复随机选择并收缩图中的边，直到图中只剩下两个顶点为止。具体步骤如下：

1. 当图中顶点的数量超过 2个时，执行以下操作：

(a) 从边集 E 中按照均匀分布随机选择一条边 (u, v)。

(b) 将顶点 u和 v合并成一个新的顶点 Su,v，并移除边 (u, v)。

(c) 对于每条原来与 u或 v相连的边，例如 (x, u)或 (x, v)，将其替换为一条新的边

(x, Su,v)，并赋以容量 c(x, u) + c(x, v)。

2. 对得到的图重复上述步骤，直到图中只剩下 2个顶点 SX , SX̄ 为止。

3. 最后，返回由这两个顶点定义的割 (X, X̄)及其容量。

需要注意的是，每次运行该算法时，返回的割是随机的。
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1.2 成功的概率

假设图 G的最小割的大小为 k，即minS,T c(S, T ) = k。我们希望分析 Karger算法能够

成功找到这个最小割的概率。

首先，图 G中至少有 k条边横跨最小割 (S∗, T ∗)。因为 G是一个无向图，每个顶点的

度数必须至少为 k。如果某个顶点的度数小于 k，那么以这个顶点为一侧的割的容量将小于

k，这与 k是最小割大小的假设矛盾。因此，图 G的总边数满足 |E| ≥ kn
2
，其中 n = |V |是

图中顶点的总数。

现在，我们分析算法在第一次收缩时的行为：此时，图中的边总数为 |E| ≥ kn
2
。m横跨

最小割 (S∗, T ∗)的边数恰好为 k。随机选择一条边时，选择一条横跨最小割的边的概率为：

Pr[选择的边横跨(S∗, T ∗)] =
k

|E|
≤ k

kn
2

=
2

n

因此，选择一条不横跨最小割的边的概率至少为：

1− 2

n

接下来，考虑第二次收缩。此时，图中的顶点数变为 n− 1。由于每个顶点的度数仍然

至少为 k，边数虽然减少，但总边数仍然满足 |E ′| ≥ k(n−1)
2
。类似地，选择一条不横跨最小

割的边的概率至少为：

1− 2

n− 1

以此类推，在算法的每次迭代中，顶点数逐渐减少。总体而言，算法成功找到最小割

的概率（即在整个过程中从未选择横跨最小割的边）可以表示为：

n∏
i=3

(
1− 2

i

)
我们计算这个乘积：

n∏
i=3

(
1− 2

i

)
=

(n− 2)(n− 3) · · · 3 · 2 · 1
n(n− 1)(n− 2)(n− 3) · · · 3

=
(n− 2)!

n!/(2 · 1)
=

(n− 2)!
n(n−1)(n−2)!

2

=
2

n(n− 1)

因此，Karger算法单次运行成功找到最小割的概率至少为：

2

n(n− 1)

这表明成功概率的量级为 Ω
(

1
n2

)
。
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1.3 改进成功概率

单次运行 Karger算法找到最小割的概率较低，仅为 Ω(1/n2)。然而，我们可以通过多

次独立运行该算法并从所有运行结果中选择容量最小的割来显著提高成功概率。

具体来说：假设我们运行算法 n2次。每次运行失败（即未找到最小割）的概率为：

1− 2

n(n− 1)

n2次运行全部失败的概率为： (
1− 2

n(n− 1)

)n2

因为 2
n(n−1)

≈ 2
n2（当 n较大时），我们可以近似计算：

(
1− 2

n(n− 1)

)n2

≤
(
1− 1

n2

)n2

根据不等式 1− x ≤ e−x，我们有：(
1− 1

n2

)n2

≤ e−
n2

n2 = e−1 ≈ 0.3679

因此，至少有一次运行成功的概率为：

1−
(
1− 2

n(n− 1)

)n2

≥ 1− e−1 ≈ 0.6321

这意味着，通过运行 n2 次 Karger算法，我们以超过 63%的概率能够找到最小割。通
过运行 O(n2)次，成功概率可以提升到一个常数级别。每次运行算法要进行 n − 1次边收

缩,每次边收缩要用时 O(n),总的算法复杂度为 O(n4). 相当低效.

2 改进的 Karger-Stein算法

在上一节中，我们分析了 Karger-Stein 算法的基本版本。现在，我们提出一个改进版

本，通过更细致的递归调用策略来进一步提高效率。

2.1 算法描述

改进的 Karger-Stein算法如下：
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1. 如果图 G的顶点数 |V | ≤ 6，则使用暴力枚举法找到最小割

2. 否则：

(a) 设 t = ⌈1 + |V |/
√
2⌉

(b) 构造两个图 G1和 G2，每个都是通过将 G收缩到 t个顶点得到的

(c) 递归计算 G1和 G2的最小割

(d) 返回两个结果中较小的那个

2.2 运行时间分析

该算法的运行时间由以下递归关系给出：

T (n) = 2T

(⌈
1 +

n√
2

⌉)
+O(n2)

我们可以使用主定理来分析这个递归关系。设收缩到 t个顶点需要 O(n2)时间。

Theorem 2.1. 改进的 Karger-Stein算法的运行时间为 O(n2 logn)。

Proof. 展开递归树：

• 第一层：2次调用 (生成两个子问题,分别关于 G1和 G2)，规模为 ≈ n/
√
2

• 第二层：4次调用 (Gi各自又需构造两个图)，规模为 ≈ n/2

• 第三层：8次调用，规模为 ≈ n/(2
√
2)

• ...

• 第 k层：2k 次调用，规模为 ≈ n/((
√
2)k)

递归在 n/((
√
2)k) ≤ 6时停止，解得 k ≈ 2 logn。

每层的总工作量为 O(n2)，因为：

第k层工作量 = 2k ·O

((
n

(
√
2)k

)2
)

= O(n2)

总共有 O(logn)层，因此总运行时间为 O(n2 logn)。
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2.3 成功概率分析

首先是前 n − t次收缩后保留最小割,然后是两个结果有至少一次成功,得到成功概率

的递归关系为：

P (n) ≥ 1

2

(
1−

(
1− P

(⌈
1 +

n√
2

⌉))2
)

Theorem 2.2. 改进的 Karger-Stein算法找到最小割的成功概率为 Ω
(

1
logn

)
。

Proof. 我们通过归纳法证明 P (n) ≥ 1
c logn
，其中 c是适当选择的常数。

基例：对于小的 n，可以直接计算。

归纳步骤：假设对于所有m < n成立，则：

P (n) ≥ 1

2
·

(
1−

(
1− 1

c log(n/
√
2)

)2
)

≈ 1

c(logn− 0.5)
(a2 − b2 = (a+ b)(a− b))

≥ 1

c logn (当 c足够大)

因此，通过选择足够大的 c，可以满足归纳假设。

2.4 进一步改进

通过运行算法 O(logn)次并取最佳结果，我们可以将成功概率提高到常数级别，同时
保持 O(n2 log2 n)的总运行时间。

Corollary 2.3. 存在一个 O(n2 log2 n)时间的随机算法，能以高常数概率找到图的最小割。
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