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第一章 数学工具

1.1 基础数学和统计工具

本节介绍算法分析中常用的渐进性符号和一些概率不等式。关于更深刻的数学主题，参见[1-2].

1.1.1 渐进性分析与复杂度

假设 𝑓 (𝑛)和 𝑔(𝑛)是两个关于问题规模 𝑛的函数，它们之间的渐进性关系定义如下：
𝑓 (𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)): ∃𝑛0, 𝑐1, 𝑐2 > 0, s.t.,当 𝑛 > 𝑛0时，𝑐1𝑔(𝑛) ≤ 𝑓 (𝑛) ≤ 𝑐2𝑔(𝑛)
𝑓 (𝑛) = 𝑂 (𝑔(𝑛)): ∃𝑛0, 𝑐2 > 0, s.t.,当 𝑛 > 𝑛0时， 𝑓 (𝑛) ≤ 𝑐2𝑔(𝑛)
𝑓 (𝑛) = 𝑜(𝑔(𝑛)): ∀𝑐 > 0, ∃𝑛0, s.t.,当 𝑛 > 𝑛0时， 𝑓 (𝑛) < 𝑐𝑔(𝑛)
𝑓 (𝑛) = Ω(𝑔(𝑛)): ∃𝑛0, 𝑐1 > 0, s.t.,当 𝑛 > 𝑛0时， 𝑓 (𝑛) ≥ 𝑐1𝑔(𝑛)
𝑓 (𝑛) = 𝜔(𝑔(𝑛)): ∀𝑐 > 0, ∃𝑛0, s.t.,当 𝑛 > 𝑛0时， 𝑓 (𝑛) > 𝑐𝑔(𝑛)

例如 𝑓 (𝑛) = 2𝑛2 + 𝑛 + 4，我们可以说 𝑓 (𝑛) = Θ(𝑛2)；也可以说 𝑓 (𝑛) = 𝑂 (𝑛2) 或 𝑓 (𝑛) = 𝑂 (𝑛3)，可以是 𝑓 (𝑛) =
𝑜(𝑛2 log 𝑛)；还可以说 𝑓 (𝑛) = Ω(𝑛2) 或 𝑓 (𝑛) = Ω(𝑛 log 𝑛) 或 𝑓 (𝑛) = 𝜔(𝑛).不同的复杂度体现了增长速度的差异，
如下图所示：

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

20

40
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100

输入规模 𝑛

时间复杂度

𝑂 (1)常数
𝑂 (log 𝑛)对数
𝑂 (𝑛)线性

𝑂 (𝑛 log 𝑛)线性对数
𝑂 (𝑛2)平方
𝑂 (2𝑛)指数

图 1.1: 常见算法复杂度阶数比较

举例 1.1 𝑇 (𝑛) = 𝑎𝑇 (𝑛/𝑏) + 𝑓 (𝑛)，求 𝑇 (𝑛).
解

𝑇 (𝑛) = 𝑎(𝑎𝑇 (𝑛/𝑏2) + 𝑓 (𝑛/𝑏)) + 𝑓 (𝑛)

= 𝑎2𝑇 (𝑛/𝑏2) + 𝑎 𝑓 (𝑛/𝑏) + 𝑓 (𝑛)

= 𝑎log𝑏 𝑛 · 𝑇 (1) +
log𝑏 𝑛−1∑
𝑖=0

𝑎𝑖 · 𝑓 ( 𝑛
𝑏𝑖
)

= Θ(𝑛log𝑏 𝑎) +
log𝑏 𝑛−1∑
𝑖=0

𝑎𝑖 · 𝑓 ( 𝑛
𝑏𝑖
)

(1)当 𝑓 (𝑛) = Θ(𝑛𝑙𝑜𝑔𝑏𝑎)时，



1.2 概率不等式

log𝑏 𝑛−1∑
𝑖=0

𝑎𝑖 · 𝑓 ( 𝑛
𝑏𝑖
) =

log𝑏 𝑛−1∑
𝑖=0

𝑎𝑖 · Θ(( 𝑛
𝑏𝑖
)𝑙𝑜𝑔𝑏𝑎) =

log𝑏 𝑛−1∑
𝑖=0

Θ(𝑛log𝑏 𝑎) = Θ(𝑛log𝑏 𝑎 log 𝑛)

因此，𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛log𝑏 𝑎 log 𝑛)
(2)当 𝑓 (𝑛) = 𝑂 (𝑛log𝑏 𝑎−𝜖 )时，

log𝑏 𝑛−1∑
𝑖=0

𝑎𝑖 · 𝑓 ( 𝑛
𝑏𝑖
) =

log𝑏 𝑛−1∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑂 (( 𝑛
𝑏𝑖
)log𝑏 𝑎−𝜖 )

=
log𝑏 𝑛−1∑
𝑖=0

𝑂 (𝑛log𝑏 𝑎−𝜖 · (𝑏 𝜖 )𝑖)

= 𝑂 (𝑛log𝑏 𝑎−𝜖 ) · 𝑂 ( 𝑛
𝜖 − 1
𝑏 𝜖 − 1

)

= 𝑂 (𝑛log𝑏 𝑎−𝜖 ) · 𝑂 (𝑛𝜖 )

= 𝑂 (𝑛𝑙𝑜𝑔𝑏𝑎)

因此，𝑇 (𝑛) = 𝑂 (𝑛log𝑏 𝑎)
(3)当 𝑓 (𝑛) = Ω(𝑛log𝑏 𝑎+𝜖 ),且存在常数 𝑐 < 1使得当 𝑛足够大时有 𝑎 𝑓 (𝑛/𝑏) ≤ 𝑐 𝑓 (𝑛)时，

log𝑏 𝑛−1∑
𝑖=0

𝑎𝑖 · 𝑓 ( 𝑛
𝑏𝑖
) ≤

log𝑏 𝑛−1∑
𝑖=0

𝑐𝑖 𝑓 (𝑛) +𝑂 (1) (1.1)

≤ 𝑓 (𝑛) 1
1 − 𝑐 +𝑂 (1)

= 𝑂 ( 𝑓 (𝑛))

式 (1.1)中的 O(1)用于覆盖那些 𝑛不够大使得条件中不等式不成立的项。因此，𝑇 (𝑛) = 𝑂 ( 𝑓 (𝑛))。结合 𝑇 (𝑛)
的定义可知 𝑇 (𝑛) = Ω( 𝑓 (𝑛))，综合来看，𝑇 (𝑛) = Θ( 𝑓 (𝑛))。 □

1.2 概率不等式

1.2.1 马尔可夫不等式

定理 1.1

♥

给定随机变量 𝑋 > 0，∀𝑘 > 0，有

Pr[𝑋 ≥ 𝑘 · 𝐸 [𝑋]] ≤ 1
𝑘

证明

E[𝑋] =
ˆ ∞

0
𝑥 𝑓𝑋 (𝑥)d𝑥

≥
ˆ ∞
𝑘 ·E[𝑋]

𝑥 𝑓𝑋 (𝑥)d𝑥

≥ 𝑘 · E[𝑋]
ˆ ∞
𝑘 ·E[𝑋]

𝑓𝑋 (𝑥)d𝑥

= 𝑘 · E[𝑋] · Pr[𝑋 ≥ 𝑘 · E[𝑋]]

■

2



1.2 概率不等式

通过简单代换，Markov’s Inequality也可以表示为

Pr[𝑋 ≥ 𝑘] ≤ E[𝑋]
𝑘

1.2.2 切比雪夫不等式

定理 1.2

♥

给定随机变量 𝑋，有

Pr[|𝑋 − E[𝑋] |2 ≥ 𝑘 · Var[𝑋]] ≤ 1
𝑘

或者表示为

Pr[|𝑋 − E[𝑋] | ≥ 𝑘] ≤ Var[𝑋]
𝑘2

证明 将 |𝑋 − E[𝑋] |2视为随机变量，直接利用Markov’s Inequality即可证明。 ■

Chernoff Bound

定理 1.3

♥

给定 𝑛个独立的随机变量 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛，满足 0 ≤ 𝑋𝑖 ≤ 1。令 𝑆 =
∑𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖 , 𝜇 = E[𝑆], 𝛿 ∈ (0, 1),则

Pr[|𝑆 − 𝜇 | ≤ 𝛿𝜇] ≥ 1 − 𝑒−𝑂 (
𝛿2𝜇2
𝑛 ) (1.2)

证明 我们在此处证明 Pr[𝑆 > (1 + 𝛿)𝜇] 部分，并假定考虑 𝑋𝑖 为 Bernoulli变量时（即 Pr[𝑋𝑖 = 1] = 𝑝𝑖 ,Pr[𝑋𝑖 =
0] = 1 − 𝑝𝑖）

Pr[𝑆 > (1 + 𝛿)𝜇] = Pr[𝑒𝜆𝑆 > 𝑒𝜆(1+𝛿 )𝜇]

≤ 1
𝑒𝜆(1+𝛿 )𝜇

E[𝑒𝜆𝑆] (1.3)

=
1

𝑒𝜆(1+𝛿 )𝜇

𝑛∏
𝑖=1

E[𝑒𝜆𝑋𝑖 ] (1.4)

=
1

𝑒𝜆(1+𝛿 )𝜇

𝑛∏
𝑖=1
(𝑝𝑖𝑒𝜆 + (1 − 𝑝𝑖))

≤ 1
𝑒𝜆(1+𝛿 )𝜇

𝑛∏
𝑖=1

𝑒𝑝𝑖 (𝑒
𝜆−1) (1.5)

=
𝑒𝜇 (𝑒

𝜆−1)

𝑒𝜆(1+𝛿 )𝜇

= ( 𝑒𝛿

(1 + 𝛿)1+𝛿
)𝜇 (1.6)

上式中 (式 (1.3))可直接由Markov’s Inequality得到。(式 (1.4))由 𝑋𝑖 独立可得。(1.5)利用不等式 1 + 𝑥 ≤ 𝑒𝑥

进行放缩获得。令 𝑒𝜆 = 1 + 𝛿代入得到 (式 (1.6))。对上式最后的结果取对数分析：

3



1.2 概率不等式

ln( 𝑒𝛿

(1 + 𝛿)1+𝛿
)𝜇 = 𝜇[𝛿 − (1 + 𝛿) ln(1 + 𝛿)]

≤ 𝜇[𝛿 − (1 + 𝛿) 𝛿

1 + 𝛿/2 ] (1.7)

= − 𝛿2

2 + 𝛿 𝜇

式 (1.7)利用不等式 ln(1 + 𝑥) ≥ 𝑥
1+𝑥/2 放缩可得。将上述结果结合，可得

Pr[𝑆 > (1 + 𝛿)𝜇] ≤ 𝑒− 𝛿2
2+𝛿 𝜇 ≤ 𝑒− 𝛿2

3 𝜇

■
关于 Chernoff Bound的证明还可以使用其他的放缩方式，需要使用下述引理：

引理 1.1 (Hoeffding lemma)

♥

假设随机变量 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏且 E[𝑋] = 0，那么对于 ∀𝜆，有

E[𝑒𝜆𝑋] ≤ exp(𝜆
2 (𝑏 − 𝑎)2

8
)

关于 Chernoff Bound的另一种证明方式如下：
证明
令 𝜆 = 4𝛿𝜇

𝑛 ，类似式 (1.4)，我们可以得到

Pr[𝑆 > (1 + 𝛿)𝜇] ≤ 1
𝑒𝜆(1+𝛿 )𝜇

E[𝑒𝜆𝑆]

使用 Hoeffding lemma对 E[𝑒𝜆𝑆] 进行放缩：

E[𝑒𝜆𝑆] =
𝑛∏
𝑖=1

E[𝑒𝜆𝑋𝑖 ]

=
𝑛∏
𝑖=1

𝑒𝜆𝑝𝑖 · E[𝑒𝜆(𝑋𝑖−𝑝𝑖 ) ]

≤
𝑛∏
𝑖=1

𝑒𝜆𝑝𝑖 · 𝑒 𝜆2
8 (1.8)

= 𝑒
𝜆2
8 𝑛+𝜆𝜇

式 (1.8)即为使用 Hoeffding引理所得。将上述结果与之前分析相结合：

Pr[𝑆 > (1 + 𝛿)𝜇] ≤ 𝑒
𝜆2
8 𝑛+𝜆𝜇

𝑒𝜆(1+𝛿 )𝜇
= 𝑒

𝜆2
8 𝑛−𝜆𝛿𝜇 = 𝑒−

2𝛿2𝜇2
𝑛 .

对于 Pr[𝑆 < (1 − 𝛿)𝜇] 的情形，只需取 𝛿和 𝑋 为 −𝛿,−𝑋 即可得。
■

可以看到，两种证明方式最终获得结果在形式上有细微差异，但都可以写为式 (1.2)的渐进形式。Chernoff

Bound表明 𝑆落在该区间之外的概率是和区间大小呈负指数关系。如果我们考虑的是 {𝑋𝑖}的均值而不是它们之
和时，使用 Chernoff Bound会在 𝑒的负指数上引入随机变量个数 𝑛，这意味着我们估计的精度是和采样个数呈负
指数关系，这个结论远强于Markov’s Inequality和 Chebyshev’s Inequality（可以试着用这两个不等式分析 𝑆或均
值并进行比对）

4



1.2 概率不等式

1.2.3 次高斯随机变量

Chernoff界可以扩展到任何次高斯（subgaussian）随机变量，后者是尾部递减充分小的分布,如图 1.2所示。

定义 1.1

♣
随机变量 𝑋 被称为次高斯随机变量，如果存在 𝜎,使得对任意𝑡, P( |𝑋 | ≥ 𝑡) ≤ 2𝑒−

𝑡2
2𝜎2 .

举例 1.2支撑集为闭区间 (或其他 R𝑑 上紧集) 的连续分布. 原因是在一个区间内有界而他处为 0.

定义 1.2

♣

对次高斯随机变量,可以定义范数[2]:

‖𝑥‖𝑠𝑔 = inf
{
𝑠 > 0 : E[𝑒

𝑥2
𝑠2 ] ≤ 2

}
.

在机器学习等任务中，时常需要计算数据的统计量, 如均值、最大值等。受限于巨量数据，难以精确计算。
故而可以使用集中不等式来估计。

定理 1.4

♥

若 𝑋𝑖 ∈ [𝑎𝑖 , 𝑏𝑖],则有

P

(
|
𝑛∑
1
(𝑥𝑖 − E𝑋𝑖) | ≥ 𝑡

)
≤ 2𝑒

− 2𝑡2∑
(𝑏𝑖−𝑎𝑖 )2

对于次高斯分布，我们有类似的：

定理 1.5 (次高斯分布的 Hoeffding界)

♥

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 是独立的次高斯随机变量.均值皆为 0.则存在常数 c，使得

P

(
|
𝑛∑
1
𝑥𝑖 | ≥ 𝑡

)
≤ 2𝑒

− 𝑐𝑡2∑
‖𝑥𝑖 ‖2𝑠𝑔

1.2.4 鞅不等式

接下来我们引入一个有用的概念.

定义 1.3 (鞅、下鞅、上鞅)

♣

给定过滤 {F𝑡 }𝑡≥0，随机过程 {𝑍𝑡 }𝑡≥0若满足：
1. 𝑍𝑡 可积，且 𝑍𝑡 对 F𝑡 可测；
2. 对所有 𝑡 ≥ 1，

E[𝑍𝑡 | F𝑡−1] = 𝑍𝑡−1,

则称 {𝑍𝑡 }为鞅（martingale）。
若将等号改为 ≥（或 ≤），则分别称为下鞅（submartingale）或上鞅（supermartingale）。

举例 1.3一个人参加一系列赌博游戏, 每次游戏带来的收益均值都为 0. 则此人的本金 (构成的序列) 是一个鞅.

定理 1.6 (Azuma不等式)

♥

对于上述的鞅/下鞅,如满足 ∀𝑖, 𝑧𝑖 − 𝑧𝑖−1 ∈ [𝑎𝑖 , 𝑏𝑖], |𝑎𝑖 − 𝑏𝑖 | ≤ 𝑐𝑖 ,则

P
(
𝑧 𝑗 − 𝑧0 ≤ −𝑡

)
≤ 𝑒
− 2𝑡2∑

𝑐2
𝑖

5



1.2 概率不等式

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

尾部区域

次高斯分布的尾部衰减
不慢于标准高斯分布

𝑥

概率密度
标准高斯 𝑁 (0, 1)

有界次高斯（支撑在 [−2, 2]）
方差更小的高斯 𝑁 (0, 0.6)

次高斯分布的关键性质：
随机变量 𝑋 是次高斯的（参数为 𝜎），如果满足以下等价条件之一：

1. 尾概率控制： P(|𝑋 − E[𝑋] | ≥ 𝑡) ≤ 2 exp
(
− 𝑡2

2𝜎2

)
, ∀𝑡 ≥ 0

2. 矩母函数控制： E[exp(𝜆𝑋)] ≤ exp
(
𝜆2𝜎2

2

)
, ∀𝜆 ∈ R

次高斯分布包括：所有有界随机变量、高斯分布、以及许多尾部比高斯更轻的分布。

图 1.2: 次高斯分布性质示意图。图中展示了标准高斯分布与两类典型次高斯分布的比较：（1）有界随机变量具
有紧支撑，其尾部天然轻于高斯分布；（2）方差更小的高斯分布其尾部同样轻于标准高斯。次高斯性质的核心
在于：分布的尾部衰减速度至少与高斯分布一样快（即尾概率按 exp(−𝑡2/2𝜎2)指数衰减）。橙色虚线标注的尾部
区域清晰展示了这一性质：次高斯分布在远离均值处的概率质量不超过相应的高斯分布。这一性质使得次高斯
随机变量在概率论和统计学中具有良好的集中性和可控性，是现代高维概率论和统计推断的基础工具之一。
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1.2 概率不等式

证明

P
(
𝑧 𝑗 − 𝑧0 ≤ −𝑡

)
= P

(
𝑗∑
𝑖=1
(𝑧𝑖−1 − 𝑧𝑖) ≥ 𝑡

)
≤ 𝑒−𝜆𝑡E[𝑒𝜆

∑ 𝑗
𝑖=1 (𝑧𝑖−1−𝑧𝑖 ) ] (Chernoff界)

= 𝑒−𝜆𝑡E
[
E[𝑒𝜆

∑ 𝑗
𝑖=1 (𝑧𝑖−1−𝑧𝑖 ) |𝑧 𝑗−1, . . . , 𝑧1]

]
(全期望公式)

= 𝑒−𝜆𝑡E
[
𝑒𝜆

∑ 𝑗−1
𝑖=1 (𝑧𝑖−1−𝑧𝑖 )E[𝑒𝜆(𝑧 𝑗−1−𝑧 𝑗 ) |𝑧 𝑗−1, . . . , 𝑧1]

]
= 𝑒−𝜆𝑡E

[
𝑒𝜆

∑ 𝑗−1
𝑖=1 (𝑧𝑖−1−𝑧𝑖 )E[𝑒𝜆(E[𝑧 𝑗 ]−𝑧 𝑗 ) |𝑧 𝑗−1, . . . , 𝑧1]

]
(鞅的定义)

≤ 𝑒−𝜆𝑡E
[
𝑒𝜆

∑ 𝑗−1
𝑖=1 (𝑧𝑖−1−𝑧𝑖 )𝑒𝜆

2 (𝑏𝑗 −𝑎𝑗 )2
8 |𝑧 𝑗−1, . . . , 𝑧1]

]
(上节课讲义中的 Hoeffding引理)

≤ 𝑒−𝜆𝑡𝑒
𝜆2 ∑

𝑖 (𝑏𝑖−𝑎𝑖 )2
8 (递推)

≤ 𝑒
− 2𝑡2∑

𝑐2
𝑖 (优化𝜆使上界尽可能小)

■
注同理可证 P

(
𝑧 𝑗 − 𝑧0 ≥ 𝑡

)
≤ 𝑒
− 2𝑡2∑

𝑐2
𝑖

1.2.5 Chaining

上述集中不等式提供了随机变量均值的尾概率。如要研究一族随机变量的上界 (同样是随机变量) 的尾概
率，Kolmogorov引入了 Chaining方法以研究指标集为欧氏空间的高斯过程，后由 2024年阿贝尔奖（数学界的
诺贝尔奖）得主 Talagrand应用于各种随机过程的上下界研究,详见其专著[3]。Talagrand的阿贝尔讲座[4]提供了
对 chaining思想清晰全面的讲述，在计算机方面更深入的理论与应用参见[5]。以下我们研究一个具体的案例,从
中管窥 chaining方法的一角。

假设我们被给定了一族有界向量 𝑇 ⊂ R𝑛,其在 X范数下的直径为𝜌𝑋 (𝑇). 又有随机向量 𝑔 ∈ R𝑛的每一项都是
独立的标准高斯分布 (均值为 0,方差为 1).我们研究 (𝑋𝑡 )𝑡∈𝑇 , 𝑋𝑡 := 〈𝑔, 𝑡〉. 利用正态分布线性组合均值、方差的性
质,可以算出

∀𝑠, 𝑡 ∈ 𝑇, P(|𝑋𝑠 − 𝑋𝑡 | > 𝜆) ≲ 𝑒−𝜆
2/(2‖𝑠−𝑡 ‖22 ) . (1.9)

上式中,≲表示右端乘以某常数 c后 ≤成立. 接下来,我们展示三种计算 𝑔(𝑇) := E𝑔 sup
𝑡∈𝑇

𝑋𝑡 的尾分布的方法. 𝑔(𝑇)

称为集合 𝑇 的高斯宽 (Gaussian width),在压缩感知,空间降维等工程领域都有应用[6].

方法一:合并界 (Union bound)

回顾概率论的知识,我们有:

E |𝑍 | =
ˆ ∞

0
P(𝑍 > 𝑢)𝑑𝑢.
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1.2 概率不等式

从而

E sup
𝑡∈𝑇

𝑋𝑡 =
ˆ ∞

0
P(sup
𝑡∈𝑇

𝑋𝑡 > 𝑢)𝑑𝑢

≤
ˆ 2𝜌ℓ2 (𝑇 )

√
2 log |𝑇 |

0

≤1︷           ︸︸           ︷
P(sup
𝑡∈𝑇

𝑋𝑡 > 𝑢) 𝑑𝑢 +
ˆ
𝜌ℓ2 (𝑇 )

√
2 log |𝑇 |

P(sup
𝑡∈𝑇

𝑋𝑡 > 𝑢)𝑑𝑢

≤ 𝜌ℓ2 (𝑇)
√

2 log |𝑇 | +
ˆ ∞
𝜌ℓ2 (𝑇 )

√
2 log |𝑇 |

∑
𝑡∈𝑇

P(𝑋𝑡 > 𝑢)𝑑𝑢 (合并界)

≤ 𝜌ℓ2 (𝑇)
√

2 log |𝑇 | + |𝑇 | ·
ˆ ∞
𝜌ℓ2 (𝑇 )

√
2 log |𝑇 |

𝑒−𝑢
2/(2𝜌ℓ2 (𝑇 )

2 )𝑑𝑢

= 𝜌ℓ2 (𝑇)
√

2 log |𝑇 | + 𝜌ℓ2 (𝑇) · |𝑇 | ·
ˆ ∞
√

2 log |𝑇 |
𝑒−𝜈

2/2𝑑𝜈(变量代换)

≲ 𝜌ℓ2 (𝑇) ·
√

log |𝑇 |

(1.10)

方法二：𝜖-网

设 𝑇 ′ ⊆ 𝑇 为 𝑇 的 𝜀-网, 定义为满足对任意 𝑡 ∈ 𝑇 都存在 𝑡′ ∈ 𝑇 ′ 使得 ‖𝑡 − 𝑡′‖2 ≤ 𝜀 的集合. 由 〈𝑔, 𝑡〉 =

〈𝑔, 𝑡′ + (𝑡 − 𝑡′)〉,有
𝑋𝑡 = 𝑋𝑡 ′ + 𝑋𝑡−𝑡 ′ .

从而
𝑔(𝑇) ≤ 𝑔(𝑇 ′) + E sup

𝑡∈𝑇
〈𝑔, 𝑡 − 𝑡′〉 .

由(1.10)，𝑔(𝑇 ′) ≲ 𝜌ℓ2 (𝑇 ′) ·
√

log |𝑇 ′ | ≤ 𝜌ℓ2 (𝑇) ·
√

log |𝑇 ′ | .又有 〈𝑔, 𝑡 − 𝑡′〉 ≤ ‖𝑔‖2 · ‖𝑡 − 𝑡′‖ ≤ 𝜀‖𝑔‖2,以及

E‖𝑔‖2 ≤ (E‖𝑔‖22)1/2 ≤
√
𝑛.

上式第一个不等号将 ‖𝑔‖2 ∗ 1视作两项的乘积，作积分的 Cauchy-Schwarz不等式，第二个不等号源于 𝑔每一项
的方差。得出：

𝑔(𝑇) ⩽ 𝜌ℓ2 (𝑇) ·
√

log |𝑇 ′ | + 𝜀√𝑛
= 𝜌ℓ2 (𝑇) · log1/2N(𝑇, ℓ2, 𝜀) + 𝜀

√
𝑛

(1.11)

此处 N(𝑇, 𝑑, 𝑢) 表示度量熵（metric entropy）或覆盖数（covering number），定义为 𝑑− 度量空间中使用半径为
𝑢的球覆盖 𝑇 所需的最小个数。易见这即为 𝑢-网大小的下确界。可以通过优化(1.11)中的参数 𝜖 来得出更精细的
界。不论如何，比起(1.10),至少这一上界对于 𝑇 为无穷集的情形不再平凡了.

方法三：Dudley不等式（Chaining）

Chaining的核心思想是，使用越来越细密，乃至可数多个网，来减小上界。设 𝑇𝑟 ⊂ 𝑇 为 𝑇 的 2−𝑟 𝜌ℓ2 (𝑇)-网，
其覆盖半径记为 𝜖𝑟，𝑡𝑟 是 𝑇𝑟 中距离 𝑡 最近的点。则有

〈𝑔, 𝑡〉 = 〈𝑔, 𝑡0〉 +
∞∑
𝑟=1
〈𝑔, 𝑡𝑟 − 𝑡𝑟−1〉

这是因为 𝑡𝑟 距离 t趋于零。之所以叫 chaining，就是源于求和项环环相链 (见[3]第 2和 29页）。

𝑔(𝑇) ≤
∞∑
𝑟=1

E sup
𝑡∈𝑇
〈𝑔, 𝑡𝑟 − 𝑡𝑟−1〉

≲
∞∑
𝑟=1

𝜌ℓ2 (𝑇)
2𝑟

· log1/2 (N (𝑇, ℓ2,
𝜌ℓ2 (𝑇)

2𝑟
)2) (由 (1.10)及三角不等式） (1.12)

≲
∞∑
𝑟=1

𝜌ℓ2 (𝑇)
2𝑟

· log1/2N(𝑇, ℓ2,
𝜌ℓ2 (𝑇)

2𝑟
).
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1.3 谱图论基础：Basics of Spectral Graph Theory

在此对 (1.12)做一解释：由三角不等式，可知 ‖𝑡𝑟 − 𝑡𝑟−1‖不超过 𝜖𝑟 + 𝜖𝑟−1，注意到 |𝑇𝑟 −𝑇𝑟−1 | ≤ |𝑇𝑟 | · |𝑇𝑟−1 | ≤ |𝑇𝑟 |2，
𝑇𝑟 选为最小的 𝜖𝑟 -网，直接利用合并界 (1.10)即可。

同学们可以尝试将 𝑇 取成欧氏空间内的单位球或方块，具体计算一下。将会发现通过 Chaining得到的界更
优[5]。
链化则是一种巧妙而精细的方法。它不是简单地将所有事件的概率相加，而是将整个问题分层处理。在每

一步，它只考虑“新”引入的那些点或事件，并利用前一步已经建立的界限来约束新点的行为。这使得最终的上
界远比直接使用并集界（union bound）要紧密得多。

1.3 谱图论基础：Basics of Spectral Graph Theory

谱图论通过研究与图相关的矩阵的代数信息（如特征值，特征向量等）来揭示图的组合信息（如两点之间是
否连边，是否有最短路径等）。很多组合优化的经典算法的运行时间都是输入规模的多项式，而使用谱图论的知
识，可以得到更高效的算法。下面是几个谱图论的应用场景。

图分割与聚类 谱图论通过分析拉普拉斯矩阵的特征系统，为图分割和聚类问题提供了强有力的数学工具。
与传统基于局部优化的方法相比，谱方法能够捕捉图的全局结构特征，在保证分割质量的同时维持子图平衡性。
这种方法在图像分割、社交网络分析和数据聚类等领域展现出显著优势，特别是对于复杂网络结构的识别具有
独特价值。

网页排名算法 基于随机游走理论和马尔可夫链分析，PageRank算法利用谱方法将网页重要性排序问题转
化为矩阵特征向量求解。该方法通过分析网络链接的全局结构，克服了传统基于内容匹配的排名方法的局限性。
谱分析不仅确保了算法的收敛性，还为处理超大规模网络提供了理论基础，成为现代搜索引擎的核心技术。

扩展图与伪随机性 扩展图作为具有强连通性的稀疏图，其性质通过拉普拉斯矩阵的特征值谱来刻画。谱
图论为这类图的构造和分析提供了系统框架，使其在纠错码设计、随机数生成和分布式计算中发挥关键作用。基
于谱理论的构造方法相比随机方法具有更好的理论保证和性能表现。

图稀疏化与拉普拉斯求解器 图稀疏化技术通过谱理论保留图的关键代数特性，在大幅减少边数的同时维
持原图的主要结构性质。这为设计高效的拉普拉斯系统求解器奠定了基础，使得处理大规模图计算问题成为可
能。该方法在科学计算、机器学习优化和网络分析中具有广泛应用，显著提升了计算效率

我们先回顾一下线性代数的相关知识。给定图 𝐺 = (𝑉, 𝐸)，顶点数为 |𝑉 | = 𝑛，其相关的矩阵有：
邻接矩阵：𝐴 ∈ R𝑛×𝑛。𝐴𝑖 𝑗 = 1意味着边 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸；𝐴𝑖 𝑗 = 0意味着 𝑖与 𝑗 之间不连边
度数矩阵：𝐷，是一个对角矩阵，对角线上的元素 𝐷𝑖𝑖 = deg(𝑖)，其余位置的值为 0

拉普拉斯矩阵：𝐿 := 𝐷 − 𝐴
正则化的拉普拉斯矩阵：L := 𝐷−1/2𝐿𝐷−1/2

定义 1.4 (矩阵的特征值和二次型)

♣

对于矩阵 𝐴，如果向量 𝑥和标量 𝜆满足 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥，则 𝜆被称为 𝐴的特征值，𝑥被称为 𝐴的特征向量。
给定 𝑛 × 𝑛的对称矩阵 𝐴和向量 𝑥 ∈ R𝑛，二次型的表达式为 𝑥>𝐴𝑥。
如果对所有的向量 𝑥，都有 𝑥>𝐴𝑥 ≥ 0，则称矩阵 𝐴是半正定的，记为 𝐴 � 0。

矩阵有以下一些基础的性质：

事实 1.7 矩阵 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 的迹记为 Tr(𝐴) =
∑𝑛
𝑖=1 𝐴𝑖𝑖，是对角线元素之和。假设 𝐴的 𝑛个特征值为 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛，则

迹等于特征值之和，即 Tr(𝐴) =
∑𝑛
𝑖=1 𝜆𝑖。
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1.3 谱图论基础：Basics of Spectral Graph Theory

定理 1.8 (谱定理)

♥

实对称矩阵是一个元素都为实数的对称矩阵。实对称矩阵的特征值都是实数，特征向量都是实向量，且
不同特征值对应的特征向量相互正交。

关于矩阵的特征值，有以下概念和引理：

定义 1.5 (Rayleigh商/瑞利商)

♣

对称矩阵 𝑀 与非零向量 𝑥的瑞利商定义为：

𝑅(𝑀, 𝑥) = 𝑥>𝑀𝑥

𝑥>𝑥

引理 1.2

♥

设对称矩阵 𝑀 ∈ R𝑛×𝑛 的特征值为 𝜆1 ≤ · · · ≤ 𝜆𝑛，对应的特征向量为 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛，则：

𝜆𝑖 = min
𝑥⊥span{𝑣1 ,...,𝑣𝑖−1 }

𝑥>𝑀𝑥

𝑥>𝑥

其中，最大的特征值又可以写成：𝜆𝑛 = max𝑥∈R𝑛
𝑥>𝑀𝑥
𝑥>𝑥 。

瑞利商可以视作正则化的二次型，即消除向量的模长的影响。上述引理的直觉是，矩阵的二次型总在特征
向量对应的方向受影响最大。以 𝜆𝑛 为例，由于实对称矩阵的特征向量相互正交，构成了一组正交基，可以将任
意向量 𝑥写成

∑𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖𝑣𝑖，则容易验证 𝑅(𝑀, 𝑥) =

∑𝑛
𝑖=1 𝜆𝑖𝑥

2
𝑖 /
∑𝑛
𝑖=1 𝑥

2
𝑖。详细证明可以参考 Spielman的著作 Spectral

and Algebraic Graph Theory第 2.1节1。

1.3.1 邻接矩阵（Adjacency Matrix）

给定一个简单图 𝐺，其邻接矩阵 𝐴(𝐺)是一个实对称矩阵。根据定理 1.8，𝐴(𝐺)有一组特征向量构成的正交
基。将 𝐴(𝐺)的特征值从大到小排序，记为：𝛼1 ≥ 𝛼2 ≥ · · · ≥ 𝛼𝑛。不同的图对应的 𝐴(𝐺)具有不同的性质，下面
看几个例子。
举例 1.4顶点个数为 𝑛 的完全图记为 𝐾𝑛，其邻接矩阵为 𝐴(𝐾𝑛) = 𝐽 − 𝐼，其中 𝐽 是全 1 的矩阵，𝐼 是单位阵。𝐽
的秩为 1，唯一非零的特征值是 𝑛，对应的特征向量为全 1 向量。𝐼 的秩为 𝑛，对于 R𝑛×𝑛 上的一组标准基向量，
其特征值都是 1。因此，𝐴(𝐾𝑛) 有一个特征值为 𝑛 − 1，重数是 1；另一个特征值为 −1，重数是 𝑛 − 1。

二部性与特征值

举例 1.5 完全二部图 𝐾𝑝,𝑞 的特征值为 {
√
𝑝𝑞, 0, . . . , 0,−√𝑝𝑞}。证明参见附录中的例1.9。

举例 1.6 对于二部图 𝐺，有以下两个引理，因此邻接矩阵的特征值可以用来判断一个图是否是二部图。

引理 1.3

♥
如果图 𝐺 是二部图，且 𝛼 是 𝐴(𝐺) 的其中一个特征值，则 −𝛼 一定也是其特征值，并且重数和 𝛼 相同。

证明 二部图的邻接矩阵可以表示为 𝐴(𝐺) =
(

0 𝐵

𝐵> 0

)
。假设 𝑢 =

(
𝑥

𝑦

)
是其中一个特征向量，对应的特征值

为 𝛼，则 (
0 𝐵

𝐵> 0

) (
𝑥

𝑦

)
= 𝛼

(
𝑥

𝑦

)
⇐⇒ 𝐵>𝑥 = 𝛼𝑦 且 𝐵𝑦 = 𝛼𝑥.

1Spielman, D. A. (2019). Spectral and Algebraic Graph Theory. Yale University.
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1.3 谱图论基础：Basics of Spectral Graph Theory

再考虑向量

(
𝑥

−𝑦

)
，有：(

0 𝐵

𝐵> 0

) (
𝑥

−𝑦

)
=

(
−𝐵𝑦
𝐵>𝑥

)
=

(
−𝛼𝑥
𝛼𝑦

)
= −𝛼

(
𝑥

−𝑦

)
.

因此

(
𝑥

−𝑦

)
是矩阵 𝐴(𝐺) 的另一个特征向量，对应的特征值为 −𝛼。如果 𝛼 的重数为 𝑘，对应 𝑘 个线性无

关的特征向量，那我们就可以类似地再构造 𝑘 个线性无关的特征向量，使得它们的特征值为 −𝛼。因此 𝛼 和 −𝛼
的重数相同。 ■

引理 1.4

♥
给定图 𝐺，如果 𝐴(𝐺) 的特征值满足 ∀𝑖, 𝛼𝑖 = −𝛼𝑛−𝑖+1，则 𝐺 是一个二部图。

证明 对于 𝐴(𝐺) 的任意一个特征向量 𝑣 和对应的特征值 𝛼，有 𝐴(𝐺)𝑣 = 𝛼 · 𝑣，因此 𝐴2 (𝐺)𝑣 = 𝐴(𝐺) · 𝛼 · 𝑣 =

𝛼 · 𝐴(𝐺)𝑣 = 𝛼2𝑣。以此类推，𝐴𝑘 (𝐺)𝑣 = 𝛼𝑘𝑣，则 𝛼𝑘1 , . . . , 𝛼
𝑘
𝑛 为 𝐴𝑘 (𝐺) 的特征值。

根据定理 1.7，Tr(𝐴𝑘 (𝐺)) =
∑𝑛
𝑖=1 𝛼

𝑘
𝑖。当 𝑘 为奇数时，根据条件 ∀𝑖, 𝛼𝑖 = −𝛼𝑛−𝑖+1，有

∑𝑛
𝑖=1 𝛼

𝑘
𝑖 = 0，所以

Tr(𝐴𝑘 (𝐺)) = 0。
另一方面，矩阵 𝐴𝑘 (𝐺) 中，第 𝑖 行第 𝑗 列的元素 𝐴𝑘 (𝐺)𝑖 𝑗 表示从顶点 𝑖 到 𝑗 走 𝑘 步的路径条数；𝐴𝑘 (𝐺)𝑖𝑖 > 0

表示存在包含 𝑖 的长为 𝑘 的圈。由于 𝐴𝑘 (𝐺) 各元素都非负，Tr(𝐴𝑘 (𝐺)) ≥ 0。
图 𝐺 是二部图的充要条件是图中没有奇圈。如果 𝐺 不是二部图，图中存在奇圈，则 Tr(𝐴𝑘 (𝐺)) > 0 对于奇

数 𝑘 成立，与 Tr(𝐴𝑘 (𝐺)) = 0 矛盾。
因此当 ∀𝑖, 𝛼𝑖 = −𝛼𝑛−𝑖+1 时，图 𝐺 是一个二部图。 ■
结合引理 1.3和引理 1.4，容易得到以下判断二部图的充要条件：

定理 1.9

♥
图 𝐺 是二部图，当且仅当 ∀𝑖, 𝛼𝑖 = −𝛼𝑛−𝑖+1。

如果图 𝐺 是连通图，判定二部图的条件更加简单。

引理 1.5

♥
连通图 𝐺 是二部图，当且仅当 𝛼1 = −𝛼𝑛。

证明 1) 𝐺 是连通的二部图 ⇒ 𝛼1 = −𝛼𝑛：
首先当 𝐺 是二部图的时候，根据引理 1.3，存在一个特征值 𝛼𝑖 满足 𝛼𝑖 = −𝛼1。因为 𝛼1 是最大特征值，所

以 −𝛼1 是最小特征值，所以 𝛼𝑛 = −𝛼1。
2) 𝐺 连通且 𝛼1 = −𝛼𝑛 ⇒ 𝐺 是二部图：
当 𝛼1 = −𝛼𝑛 时，记 𝛼𝑛 对应的特征向量为 𝑦，假设 𝑦 经过了归一化处理，有：𝑦>𝑦 = 1。由于 𝛼𝑛 · 𝑦 = 𝐴𝑦，

所以 𝑦>𝐴𝑦 = 𝛼𝑛 · 𝑦>𝑦 = 𝛼𝑛。定义向量 𝑧 ∈ R𝑛：对任意的 𝑖 ∈ [𝑛]，𝑧𝑖 = |𝑦𝑖 |，易知 𝑧 也是归一化的向量。则：

|𝛼𝑛 | = |𝑦>𝐴𝑦 | ≤
∑
𝑖, 𝑗

𝐴𝑖 𝑗 · |𝑦𝑖 | · |𝑦 𝑗 | =
∑
𝑖, 𝑗

𝐴𝑖 𝑗 · 𝑧𝑖 · 𝑧 𝑗 = 𝑧>𝐴𝑧 ≤ max
𝑥∈R𝑛

𝑥>𝐴𝑥

𝑥>𝑥
= 𝛼1

因为 𝛼1 = −𝛼𝑛，上式的每个不等号都取等，所以：
𝑧>𝐴𝑧 = 𝑧>𝐴𝑧

𝑧>𝑧 = max𝑥∈R𝑛
𝑥>𝐴𝑥
𝑥>𝑥 = 𝛼1，所以 𝑧 是 𝛼1 的特征向量

对于所有的 𝑖, 𝑗，有 𝐴𝑖 𝑗 𝑦𝑖 · 𝑦 𝑗 ≤ 0。对任意一条边 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸，有 𝐴𝑖 𝑗 > 0，所以对应的 𝑦𝑖 · 𝑦 𝑗 ≤ 0
如果我们假设 ∀𝑖 ∈ [𝑛], 𝑧𝑖 > 0，则对任意一条边 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸，即 𝑦𝑖 和 𝑦 𝑗 中恰好有一个是正数，有一个是负

数。那么集合 𝐿 = {𝑖 : 𝑦𝑖 < 0} 和 𝑅 = {𝑖 : 𝑦𝑖 > 0} 将 𝐺 的顶点划分成两部分，且只有 𝐿 和 𝑅 之间有边，所以 𝐺

是一个二分图。
下面用反证法证明 ∀𝑖 ∈ [𝑛], 𝑧𝑖 > 0。根据 𝑧 的定义，∀𝑖 ∈ [𝑛], 𝑧𝑖 ≥ 0，假设 𝑧 中的某些元素等于 0。因为

11
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𝑧>𝑧 = 1，所以 𝑧 ≠ 0；又因为图 𝐺 是连通的，存在一条边 (𝑖, 𝑘) ∈ 𝐸 使得 𝑧𝑖 = 0 而 𝑧𝑘 ≠ 0 （如果没有这样的
边存在的话，{𝑖 : 𝑧𝑖 = 0} 和 {𝑘 : 𝑧𝑘 ≠ 0} 就会是图中的两个连通片，与连通性矛盾）。因为有这样的边存在，所
以 (𝐴𝑧)𝑖 =

∑
𝑗∼𝑖 𝐴𝑖 𝑗 𝑧 𝑗 ≥ 𝐴𝑖𝑘𝑧𝑘 > 0。另一方面，由于 𝑧𝑖 = 0，(𝐴𝑧)𝑖 = 𝛼1𝑧𝑖 = 0，矛盾。所以假设不成立。因此，

∀𝑖 ∈ [𝑛], 𝑧𝑖 > 0。 ■

度数与特征值

举例 1.7 如果图 𝐺 的最大度数是有限的，那么有以下引理。

引理 1.6

♥
图 𝐺 的最大度数记为 𝑑，则 𝐴(𝐺) 最大的特征值 𝛼1 满足：𝛼1 ≤ 𝑑。

证明 记第一特征值 𝛼1 对应的特征向量为 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑘)，则 𝐴𝑣 = 𝛼1 · 𝑣。假设向量 𝑣 中，第 𝑗 个元素 𝑣 𝑗 的
值最大。考虑 𝛼1 · 𝑣 的第 𝑗 行，按照矩阵乘法的定义，有：

(𝛼1 · 𝑣) 𝑗 = (𝐴𝑣) 𝑗 =
𝑛∑
𝑘=1

𝐴 𝑗𝑘 · 𝑣𝑘 ≤
𝑛∑
𝑘=1

𝐴 𝑗𝑘 · 𝑣 𝑗 = deg( 𝑗) · 𝑣 𝑗

由于图中最大的度数是 𝑑，deg( 𝑗) ≤ 𝑑，因此 (𝛼1 · 𝑣 𝑗 ) 𝑗 = 𝛼1 · 𝑣 𝑗 ≤ 𝑑 · 𝑣 𝑗，即 𝛼1 ≤ 𝑑。 ■

引理 1.7

♥
对于连通图 𝐺，如果 𝛼1 = 𝑑，则 𝐺 是 𝑑-正则图，即每个顶点都连着恰好 𝑑 条边。

证明 根据引理 1.6的证明，有：

𝛼1 =
(𝐴𝑣) 𝑗
𝑣 𝑗

=

∑
𝑖∼ 𝑗 𝑣𝑖

𝑣 𝑗
=
∑
𝑖∼ 𝑗

𝑣𝑖
𝑣 𝑗
≤
∑
𝑖∼ 𝑗

1 = deg( 𝑗) ≤ 𝑑

其中 𝑣 是 𝛼1 对应的特征向量，对于所有的 𝑖 ∈ [𝑛]，𝑣 𝑗 ≥ 𝑣𝑖，𝑖 ∼ 𝑗 表示边 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸。由于 𝛼1 = 𝑑，上式取等，
因此 deg( 𝑗) = 𝑑，且对于所有与 𝑗 相邻的点 𝑖，都有 𝑣𝑖 = 𝑣 𝑗；同理，对于所有 𝑗 的邻点 𝑖，都有 deg(𝑖) = 𝑑。由于
图 𝐺 连通，我们可以从 𝑗 的邻点出发，继续运用这个技巧，直到对所有的 𝑖 ∈ [𝑛]，都有 𝑣𝑖 = 𝑣 𝑗 且 deg(𝑖) = 𝑑。
■

邻接矩阵 𝐴(𝐺) 的最大特征值 𝛼1 除了关于 𝑑 有一个上界，还有一个关于平均度数的下界，由以下引理给
出。直观上来说，𝛼1 的下界是最稠密的子图 𝑆 的平均度数。

引理 1.8

♥

给定图 𝐺 = (𝑉, 𝐸)。对于顶点集合 𝑆 ⊆ 𝑉，定义 deg𝑆 (𝑣) := |{𝑢 |𝑢𝑣 ∈ 𝐸 且𝑢 ∈ 𝑆}| 为 𝑣 的邻居与 𝑆 的交集。
则 𝐴(𝐺) 的最大特征值 𝛼1 满足：

𝛼1 ≥ max
𝑆⊆𝑉

1
|𝑆 |

∑
𝑣∈𝑆

deg𝑆 (𝑣).

证明 对于任意一个顶点集合 𝑆 ⊆ 𝑉，根据引理 1.2，𝛼1 = max𝑥∈R𝑛
𝑥>𝐴𝑥
𝑥>𝑥 ≥

𝜒>𝑆 𝐴𝜒𝑆
𝜒>
𝑆
𝜒𝑆
。其中，𝜒𝑆 ∈ R𝑛 是集合 𝑆 的

示性变量：对于任意顶点 𝑖 ∈ [𝑛]，如果 𝑖 ∈ 𝑆，𝜒𝑆 (𝑖) = 1；否则 𝜒𝑆 (𝑖) = 0。
又因为 𝜒>𝑆 𝐴𝜒𝑆 =

∑
𝑣∈𝑆 deg𝑆 (𝑣)，𝜒>𝑆 𝜒𝑆 = |𝑆 |，所以对任意 𝑆 ⊆ 𝑉，都有 𝛼1 ≥ 1

|𝑆 |
∑
𝑣∈𝑆 deg𝑆 (𝑣)，则原命题得

证。 ■

推论 1.1

♥

矩阵 𝐴(𝐺) 最大的特征值 𝛼1 满足 𝛼1 ≥ 𝜔(𝐺) − 1。其中 𝜔(𝐺) 是图 𝐺 最大的团（clique）的顶点数量。团
是图中的一个子图，且是完全图。

𝛼1 还满足其他性质：
根据 Perron-Frobenius 定理（参见附录中的定理 1.16），连通图的 𝛼1 的重数为 1

12



1.3 谱图论基础：Basics of Spectral Graph Theory

𝑑 ≥ 𝛼1 ≥ 𝛼2 ≥ · · · ≥ 𝛼𝑛 ≥ −𝑑

1.3.2 拉普拉斯矩阵（Laplacian Matrix）

对于无向图 𝐺，其邻接矩阵是 𝐴(𝐺)，度数矩阵是 𝐷 (𝐺)，定义拉普拉斯矩阵为 𝐿 (𝐺) := 𝐷 (𝐺) − 𝐴(𝐺)。将
𝐿 (𝐺) 的特征值从小到大排序，记为：𝜆1 ≤ · · · ≤ 𝜆𝑛。（与之对比的是，邻接矩阵的特征值按从大到小的顺序是
𝛼1 ≥ · · · ≥ 𝛼𝑛）。
举例 1.8对于 𝑑-正则的图，每个顶点的度数都是 𝑑，因此 𝐷 (𝐺) = 𝑑𝐼𝑛，则 𝐿 = 𝑑𝐼𝑛−𝐴，第 𝑖个特征值为 𝜆𝑖 = 𝑑−𝛼𝑖。
对于一般的非正则图，邻接矩阵 𝐴 与拉普拉斯矩阵 𝐿 不再有如上这样简单的特征值对应关系；然而，不论

图是否正则，拉普拉斯矩阵的最小特征值始终满足 𝜆1 = 0。

定义 1.6 (（带符号的）关联矩阵)

♣

给定图 𝐺 = (𝑉, 𝐸)，其中 𝑉 = [𝑛]，|𝐸 | = 𝑚。对于每一条边 𝑒 = 𝑖 𝑗 ∈ 𝐸，定义向量 b𝑒 ∈ R𝑛：第 𝑖 个元素为
+1，第 𝑗 个元素为 −1，其余元素为 0. 令矩阵 𝐵(𝐺) 的大小为 𝑛 × 𝑚，列向量为 {b𝑒}𝑒∈𝐸。

引理 1.9

♥
图 𝐺 的拉普拉斯矩阵 𝐿 (𝐺) 是半正定矩阵，且 𝜆1 = 0，对应的特征向量为 ®1.

证明 先假设图 𝐺𝑒 只包含 𝑒 = 𝑖 𝑗 这一条边，记 𝐶 := b𝑒b>𝑒，那么 𝐶𝑖𝑖 = 1, 𝐶𝑖 𝑗 = −1, 𝐶 𝑗𝑖 = −1, 𝐶 𝑗 𝑗 = 1，其余元
素都为 0；𝐷 (𝐺𝑒) 中，𝐷 (𝐺𝑒)𝑖𝑖 = 𝐷 (𝐺𝑒) 𝑗 𝑗 = 1，其余元素都为 0；𝐴(𝐺𝑒) 中，𝐴(𝐺𝑒)𝑖 𝑗 = 𝐴(𝐺𝑒) 𝑗𝑖 = 1，其余元素
都为 0。因此，𝐿 (𝐺𝑒) = 𝐷 (𝐺𝑒) − 𝐴(𝐺𝑒) = 𝐶 = b𝑒b>𝑒。

对于一般的简单图 𝐺，边集为 𝐸，有 𝐿 =
∑
𝑒∈𝐸 b𝑒b>𝑒，因为任意一条边 𝑒 = 𝑖 𝑗 ∈ 𝐸 对应的 b𝑒b>𝑒 都为 𝐿𝑖𝑖 和

𝐿 𝑗 𝑗 贡献 1，为 𝐿𝑖 𝑗 和 𝐿 𝑗𝑖 贡献-1。因此，有

𝐿 =
∑
𝑒∈𝐸

b𝑒b>𝑒 = 𝐵𝐵>

对任意向量 𝑥 ∈ R𝑛，有 𝑥>𝐿𝑥 = 𝑥>𝐵𝐵>𝑥 =< 𝑥>𝐵, 𝑥>𝐵 >= ‖𝑥>𝐵‖22 ≥ 0，因此 𝐿 是半正定矩阵。
考虑 𝐿®1 的第 𝑖 个元素，(𝐿®1)𝑖 = (𝐷 − 𝐴)𝑖 · ®1 = deg(𝑖) −

∑
𝑗∈𝑁 (𝑖) 1 = 0，所以 𝐿®1 = 0 = 0 · ®1。因此，𝜆1 = 0，

对应的特征向量为 ®1。 ■

引理 1.10 (拉普拉斯矩阵的二次型)

♥

对于任意的向量 𝑥 ∈ R𝑛，𝐺 的拉普拉斯矩阵 𝐿 的二次型有如下形式：

𝑥>𝐿𝑥 =
∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸

(𝑥𝑖 − 𝑥 𝑗 )2

证明
𝑥>𝐿𝑥 =

∑
𝑒

𝑥>𝑏>𝑒 𝑏𝑒𝑥 =
∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸

(𝑥𝑖 − 𝑥 𝑗 )2

■
当 𝑥 取点集 𝑆 的指示向量 𝜒𝑆（即 (𝜒𝑆)𝑖 = 1 当且仅当 𝑖 ∈ 𝑆），有 𝜒>𝑆 𝐿𝜒𝑆 = |𝛿(𝑆) |。其中 𝛿(𝑆) = 𝐸 (𝑆,𝑉 \ 𝑆)

为 (𝑆,𝑉 \ 𝑆) 的割集。

引理 1.11

♥
设 𝐿 的特征值为 𝜆1 ≤ · · · ≤ 𝜆𝑛，那么，𝐺 是连通图 ⇔ 𝜆2 > 0。

证明 1) 𝐺 是连通图 ⇐ 𝜆2 > 0：
反证，假设 𝐺 不是连通图，设两个连通片对应的点集为 𝑆1 和 𝑆2。那么有：
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𝐿 = 𝐷 − 𝐴 =

(
𝐷1 − 𝐴1 0

0 𝐷2 − 𝐴2

)
=

(
𝐿1 0
0 𝐿2

)

由 𝐿1𝜒𝑆1 = 0 与 𝐿2𝜒𝑆2 = 0，

(
𝜒𝑆1

0

)
和

(
0
𝜒𝑆2

)
是 𝐿 的两个不相关的特征向量，对应的特征值为 0。所以

𝐿 的 0 特征值的重数至少为 2，即 𝜆2 = 0。与 𝜆2 > 0 矛盾，因此由反证法，𝐺 是连通图。
2) 𝐺 是连通图 ⇒ 𝜆2 > 0：
满足 𝐿𝑥 = 0 的向量需要满足 0 = 𝑥>𝐿𝑥 =

∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸 (𝑥𝑖 − 𝑥 𝑗 )2，所以对于任意的 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸，有 𝑥𝑖 = 𝑥 𝑗。又由

𝐺 为连通图，可得 𝑥 = 𝑐 · −→1。即 𝐿 的 0 特征值的重数为 1，即 𝜆2 > 0。 ■
这个引理还可以进一步加强：𝐿 (𝐺) 的 0 特征值的重数等于 𝐺 的连通片的个数。证明留给读者作为习题。

Cayley 公式与矩阵树定理

定理 1.10 (Cayley 公式)

♥
在 𝑛 个顶点上的带标签树共有 𝑛 𝑛−2 棵。

本节给出 Cayley 公式的一个证明，利用图的生成树计数的一个一般性定理。注意：带标签树的数量等于完
全图 𝐾𝑛 的生成树个数。

设 𝐺 是顶点集为 [𝑛] 的连通简单图，记其生成树数量为 𝑡 (𝐺)。下面叙述著名的 Kirchhoff 矩阵树定理。
回忆 𝐵 为图 𝐺 的（带符号的）关联矩阵（见定义 1.6)。且

𝐿 = 𝐵𝐵T,

为 Laplacian 矩阵。

定理 1.11 (矩阵树定理)

♥

对任意 𝑖 ∈ [𝑛]，删除矩阵 𝑀 := 𝐿 中的第 𝑖 行与第 𝑖 列得到 𝑀𝑖𝑖，则

𝑡 (𝐺) = det(𝑀𝑖𝑖).

证明依赖 Binet–Cauchy 定理, 后者的完整证明在此略去. 读者可以参考文献 ( Joel G. Broida and S. Gill
Williamson (1989) A Comprehensive Introduction to Linear Algebra, §4.6 Cauchy-Binet theorem) 以了解证明
细节.

定理 1.12 (Binet–Cauchy)

♥

若 𝑃 为 𝑟 × 𝑠 矩阵，𝑄 为 𝑠 × 𝑟 矩阵，且 𝑟 ≤ 𝑠，则

det(𝑃𝑄) =
∑
𝑍

(det 𝑃𝑍 )(det𝑄𝑍 ),

其中 𝑍 遍历所有大小为 𝑟 的子集 𝑍 ⊆ [𝑠]；𝑃𝑍 为 𝑃 取列集 𝑍 后所得的 𝑟 × 𝑟 子矩阵；𝑄𝑍 为 𝑄 取行集
𝑍 后所得的 𝑟 × 𝑟 子矩阵。

证明 [定理 1.11 矩阵树定理的证明] 注意到矩阵 𝐵 至少有 𝑛 − 1 列，因为连通图 𝐺 至少有 𝑛 − 1 条边。因此我
们可以将定理 9.3 应用于 𝑀𝑖𝑖，得到

det𝑀𝑖𝑖 =
∑
𝑁

det 𝑁 · det 𝑁T =
∑
𝑁

(det 𝑁)2,

其中 𝑁 遍历所有从 𝐵 删除第 𝑖 行所得的 (𝑛 − 1) × (𝑛 − 1) 子矩阵。
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矩阵 𝑁 的 𝑛 − 1 列对应于图 𝐺 的一个含 𝑛 个顶点、𝑛 − 1 条边的子图。我们需要证明

det 𝑁 =


±1, 若这些边构成一棵树；

0, 否则。

(1) 若 𝑛 − 1 条边不构成树。此时必定存在一个连通分支不含顶点 𝑖。该分支对应的若干行相加为 0，因此这
些行线性相关，从而 det 𝑁 = 0。

(2) 若 𝑛 − 1 条边构成一棵树。此时存在一个度为 1 的顶点 𝑗1 ≠ 𝑖，记 𝑒1 为其唯一邻边。删除 𝑗1 和 𝑒1 后得
到含 𝑛 − 2 条边的树。重复此过程，得到顶点序列 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛−1 及对应边 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛−1，满足 𝑗𝑘 ∈ 𝑒𝑘。
对 𝑁 的行与列同时重新排序，使得第 𝑘 行对应顶点 𝑗𝑘，第 𝑘 列对应边 𝑒𝑘。由于对任意 𝑘 < ℓ，顶点 𝑗𝑘 不

属于边 𝑒ℓ，可知新矩阵 𝑁 ′ 为下三角矩阵，且主对角线元素均为 ±1。
因此

det 𝑁 = ± det 𝑁> = ±1.

■

定理 1.10Cayley 公式的一个证明 对完全图 𝐾𝑛，矩阵 𝑀 := 𝐿 为

𝑀 =

©­­­­­­«
𝑛 − 1 −1 · · · −1
−1 𝑛 − 1 · · · −1
...

...
. . .

...

−1 −1 · · · 𝑛 − 1

ª®®®®®®¬
.

其任一 (𝑛 − 1) × (𝑛 − 1) 主子矩阵 𝑀𝑖𝑖 具有相同结构。
先把所有列加到第一列：

det𝑀𝑖𝑖 = det

©­­­­­­«
1 −1 · · · −1
1 𝑛 − 1 · · · −1
...

...
. . .

...

1 −1 · · · 𝑛 − 1

ª®®®®®®¬
.

再把第一列加到其它所有列：

det𝑀𝑖𝑖 = det

©­­­­­­«
1 0 · · · 0
1 𝑛 · · · 0
...

...
. . .

...

1 0 · · · 𝑛

ª®®®®®®¬
.

该矩阵为下三角矩阵，故
det𝑀𝑖𝑖 = 𝑛 𝑛−2.

由矩阵树定理即得 Cayley 公式。

𝑡 (𝐺) 与特征值的联系
定理 1.13
设图 𝐺 的拉普拉斯矩阵 𝐿𝐺 的特征值按非减顺序排列为

0 = 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ · · · ≤ 𝜆𝑛.

则

𝑡 (𝐺) = 1
𝑛

𝑛∏
𝑖=2

𝜆𝑖 ,
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♥
其中 𝑡 (𝐺) 为 𝐺 的生成树个数。

证明 若 𝐺 不连通，则 𝜆2 = 0，且 𝑡 (𝐺) = 0，定理显然成立。下面假设 𝐺 连通。
我们将从两个角度计算拉普拉斯矩阵的特征多项式的线性项。首先，

det(𝜆𝐼 − 𝐿𝐺) = (𝜆 − 𝜆1) (𝜆 − 𝜆2) · · · (𝜆 − 𝜆𝑛) = 𝜆(𝜆 − 𝜆2) · · · (𝜆 − 𝜆𝑛),

因此其 𝜆 的一次项为

(−1) 𝑛−1
𝑛∏
𝑖=2

𝜆𝑖 . (1)

另一方面，由特征多项式的定义，
det(𝜆𝐼 − 𝐿𝐺) = det(𝐴 + 𝐵),

其中 𝐴 = 𝜆𝐼，𝐵 = −𝐿𝐺。我们将使用以下恒等式 (参见文献 (Christopher D. Godsil and Gordon F. Royle.
Algebraic Graph Theory 13.2))：

det(𝐴 + 𝐵) =
∑
𝑆⊆[𝑛]

det 𝐴𝑆 ,

其中 𝐴𝑆 表示将矩阵 𝐴 中由 𝑆 索引的行替换为矩阵 𝐵 中对应行而得的矩阵。
对本例，线性项仅来自满足 |𝑆 | = 𝑛 − 1 的项，因此如果令 𝑀 = 𝐿𝐺，

（线性项） =
∑
𝑆⊆[𝑛]
|𝑆 |=𝑛−1

det( 𝜆𝐼 )𝑆 = (−1)𝑛−1
𝑛∑
𝑖=1

det𝑀𝑖𝑖 ,

其中 𝑀𝑖𝑖 表示删除第 𝑖 行和第 𝑖 列的主子式。
由矩阵树定理（Kirchhoff 定理）可知 det𝑀𝐼 𝐼 = 𝑡 (𝐺) 对所有 𝑖 都相同，于是

（线性项） = (−1)𝑛−1 · 𝑛 · 𝑡 (𝐺). (2)

将 (1) 与 (2) 相等即可得

(−1)𝑛−1
𝑛∏
𝑖=2

𝜆𝑖 = (−1)𝑛−1𝑛 𝑡 (𝐺),

从而

𝑡 (𝐺) = 1
𝑛

𝑛∏
𝑖=2

𝜆𝑖 .

证毕。 ■

1.3.3 正则化的邻接矩阵与拉普拉斯矩阵

由于拉普拉斯矩阵会引入与最大度数 𝑑 的依赖，人们更常考虑正则化的邻接矩阵与拉普拉斯矩阵。这也可
以帮助我们获得形式更简洁的 Cheeger 不等式（定理 1.14）。

定义 1.7 (正则化的邻接矩阵与拉普拉斯矩阵)

♣

给定图 𝐺，其正则化的邻接矩阵定义为 𝐴 = 𝐷−1/2𝐴𝐷−1/2，正则化的拉普拉斯矩阵定义为 𝐿̃ =

𝐷−1/2𝐿𝐷−1/2。

类似于之前地，我们通常分别用 𝛼1 ≥ · · · ≥ 𝛼𝑛 与 𝜆1 ≤ · · · ≤ 𝜆𝑛 表示 𝐴 与 𝐿̃ 的特征值。由定义可得
𝜆𝑖 = 1 − 𝛼𝑖。𝐴 与 𝐿̃ 的特征值都是有界的：
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引理 1.12

♥
1 = 𝛼1 ≥ 𝛼𝑛 ≥ −1 且 0 = 𝜆1 ≤ 𝜆𝑛 ≤ 2

证明 1) 1 = 𝛼1：
由于 𝐿 是半正定的，所以 𝐿̃ 是半正定的，所以 𝜆1 ≥ 0。又因为

−→
1 是 𝐿 的 0 特征值对应的特征向量，所以

𝐷1/2−→1 也是 𝐿̃ 的特征向量，对应的特征值为 0。所以 𝜆1 = 0，即 𝛼1 = 1。
2) 𝛼1 ≥ −1：

令 𝐵𝑣,𝑒 = |𝐵𝑣,𝑒 |，有 (𝐵×𝐵
>)𝑖, 𝑗 =

∑
𝑒∈𝐸 1𝑖, 𝑗与 𝑒 邻接 =


deg(𝑖), 如果 𝑖 = 𝑗

1，如果 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸
= (𝐷+𝐴)𝑖, 𝑗，所以 𝐷+𝐴 = 𝐵×𝐵>。

所以，𝐷 + 𝐴 是半正定的。因此，𝐼 + 𝐴 是半正定的，有 1 + 𝛼𝑛 ≥ 0，即 𝛼1 ≥ −1。 ■

Cheeger 不等式

引理 1.11研究了图的 𝜆2 特征值与连通性的关系。由于不连通的图最小割为 0，因此，也可以理解成 𝜆2 特
征值与图的最小割的关系。Cheeger 不等式可以理解成该引理的一个推广，粗糙地说，它表明了当 𝜆2 比较大时，
图的最小割也会比较大。具体来说，它研究了 𝜆2 特征值与导率之间的关系。

定义 1.8 (导率（conductance）)

♣

给定图 𝐺，子集 𝑆 ⊂ 𝑉 的导率被定义为：
𝜙(𝑆) = |𝛿(𝑆) |

vol(𝑆) ,

其中，𝑆 的体积被定义为 vol(𝑆) =
∑
𝑣∈𝑆 deg(𝑣)。

进一步地，图 𝐺 的导率被定义为
𝜙(𝐺) = min

vol(𝑆)≤ vol(𝑉 )
2 = |𝐸 |

𝜙(𝑆).

直观上，𝑆 的导率可以理解成 𝑆 中的点进行随机游走后，游走到 𝑆 外的概率。当 (𝑆,𝑉 \ 𝑆) 中的边数越多，
𝑆 内部的边越少（vol(𝑆) = |𝛿(𝑆) | + 2| (𝑆, 𝑆) |），𝑆 中的点就越容易随机游走到 𝑆 外。如果图 𝐺 的大部分割的导率
都比较大，直观上点在 𝐺 上做随机游走可以轻易得到达任意地方，即导通性比较好，比较容易扩散。

Cheeger 不等式刻画了 𝜆2 与 𝜙(𝐺) 的关系：

定理 1.14 (Cheeger 不等式)

♥
𝜆2
2 ≤ 𝜙(𝐺) ≤

√
2𝜆2

证明 [Proof of 定理 1.14] 1) 左边：由于 𝐿̃ 的 0 特征值对应的特征向量为 𝐷1/2−→1，由引理 1.2，有 𝜆2 =

min
𝑥⊥span(𝐷1/2−→1 )

𝑥>𝐿𝑥
𝑥>𝑥 。其中，𝑥 ⊥ span(𝐷1/2−→1 ) 等价于

∑𝑛
𝑖=1

√
deg(𝑖)𝑥𝑖 = 0。类似于引理 1.10，有 𝑥> 𝐿̃𝑥 =∑

(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸 (
𝑥𝑖√

deg(𝑖)
− 𝑥 𝑗√

deg( 𝑗 )
)2。令 𝑥′𝑖 =

𝑥𝑖√
deg(𝑖)

，所以有

𝜆2 = min∑𝑛
𝑖=1
√

deg(𝑖)𝑥𝑖=0

∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸 (

𝑥𝑖√
deg(𝑖)

− 𝑥 𝑗√
deg( 𝑗 )

)2∑
𝑖 𝑥

2
𝑖

= min∑𝑛
𝑖=1 deg(𝑖)𝑥′𝑖=0

∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸 (𝑥′𝑖 − 𝑥′𝑗 )2∑

𝑖 deg(𝑖)𝑥′2𝑖
.

由于 vol(𝑆) =
∑
𝑖 deg(𝑖) (𝜒𝑆)2𝑖，因此，𝜙(𝐺) 也可以表示为类似的形式：

𝜙(𝐺) = min
vol(𝑆)≤ |𝐸 |

|𝛿(𝑆) |
vol(𝑆) = min

𝑥∈{0,1}𝑛:
∑

deg(𝑖)𝑥2
𝑖 ≤ |𝐸 |

∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸 (𝑥𝑖 − 𝑥 𝑗 )2∑

𝑖 deg(𝑖)𝑥2
𝑖

.

不妨假设 𝑇 = argminvol(𝑆)≤ |𝐸 | 𝜙(𝑆)，并令 𝑧𝑖 =


1

vol(𝑇 ) , 𝑖 ∈ 𝑇

− 1
vol(𝑉\𝑇 ) , 𝑖 ∉ 𝑇

，则容易验证，
∑𝑛
𝑖 deg(𝑖)𝑧𝑖 = 0，所以 𝜆2 ≤

∑
(𝑖, 𝑗) ∈𝐸 (𝑧𝑖−𝑧 𝑗 )2∑

𝑖 deg(𝑖)𝑧2
𝑖

。由 vol(𝑇) ≤ vol(𝑉 )
2 ，有 vol(𝑇) ≤ vol(𝑉 \𝑇)。又由

∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸 (𝑧𝑖−𝑧 𝑗 )2 =

∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈ 𝛿 (𝑇 ) ( 1

vol(𝑇 ) −
1

vol(𝑉\𝑇 ) )2，
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所以

𝜆2 ≤
∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸 (𝑧𝑖 − 𝑧 𝑗 )2∑

𝑖 deg(𝑖)𝑧2𝑖

=

∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈ 𝛿 (𝑇 ) ( 1

vol(𝑇 ) +
1

vol(𝑉\𝑇 ) )2∑
𝑖∈𝑇 deg(𝑖) 1

vol2 (𝑇 ) +
∑
𝑖∈𝑉\𝑇 deg(𝑖) 1

vol2 (𝑉\𝑇 )

=
|𝛿(𝑇) |

( 1
vol(𝑇 ) +

1
vol(𝑉\𝑇 ) )

vol2 (𝑇 ) vol2 (𝑉\𝑇 )
(vol(𝑇 )+vol(𝑉\𝑇 ) )2

=
|𝛿(𝑇) |

vol(𝑇 ) vol(𝑉\𝑇 )
vol(𝑇 )+vol(𝑉\𝑇 )

= 𝜙(𝑇) · vol(𝑇) + vol(𝑉 \ 𝑇)
vol(𝑉 \ 𝑇)

≤ 2𝜙(𝐺).

2) 右边：由 𝜙(𝐺) 的定义，只要找到 𝑆 使得 𝜙(𝑆) ≤
√

2𝜆2 即可。
由于 𝜆2 = min∑𝑛

𝑖=1 deg(𝑖)𝑥𝑖=0

∑
(𝑖, 𝑗) ∈𝐸 (𝑥𝑖−𝑥 𝑗 )2∑

𝑖 deg(𝑖)𝑥2
𝑖

，不妨设 𝑢 是使
∑
(𝑖, 𝑗) ∈𝐸 (𝑥𝑖−𝑥 𝑗 )2∑

𝑖 deg(𝑖)𝑥2
𝑖

最小的满足
∑𝑛
𝑖=1 deg(𝑖)𝑥𝑖 = 0 的

向量，类似前面的推导，容易知道 𝐷1/2𝑢 即为 𝐿̃ 的 𝜆2 特征值的特征向量。我们准备从 𝑢 出发，逐步求出一个
使得 𝜙(𝑆) 尽量小的集合 𝑆。因此，需要将 𝑢 舍入 (rounding) 为一个满足体积小于 |𝐸 | 的顶点集的示性变量。

由于 vol({𝑖 : 𝑢𝑖 > 0}) + vol({𝑖 : 𝑢𝑖 < 0}) ≤
∑
𝑖 deg(𝑖) = 2|𝐸 |，不妨假设 vol({𝑖 : 𝑢𝑖 > 0}) ≤ |𝐸 |。令

(𝑢+)𝑖 =

𝑢𝑖 , 𝑢𝑖 > 0

0, 𝑢𝑖 < 0
。令 𝑢− = 𝑢+ − 𝑢。下面证明 𝑢+ 是一个好的中间选择，即不会使得瑞利商变大：

由于 𝐷1/2𝑢 是 𝐿̃ 的 𝜆2 特征值的特征向量，有 𝐿̃𝐷1/2𝑢 = 𝜆2𝐷
1/2𝑢，因此有：

1
deg(𝑖)

∑
𝑗

(𝑢𝑖 − 𝑢 𝑗 ) = 𝑢𝑖 −
∑
𝑗

𝑢 𝑗

deg(𝑖)

=
1√

deg(𝑖)

(
(𝐼 − 𝐷−1/2𝐴𝐷−1/2)𝐷1/2𝑢

)
𝑖

=
1√

deg(𝑖)

(
𝜆2𝐷

1/2𝑢
)
𝑖

= 𝜆2𝑢𝑖

所以有：

∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸 (𝑢+𝑖 − 𝑢+𝑗 )2∑
𝑖 deg(𝑖)(𝑢+𝑖 )2

=

∑
𝑖 𝑢
+
𝑖

∑
𝑗 (𝑢+𝑖 − 𝑢+𝑗 )∑

𝑖 deg(𝑖)(𝑢+𝑖 )2

≤
∑
𝑖∈{𝑖:𝑢𝑖>0} 𝑢𝑖

∑
𝑗 (𝑢𝑖 − 𝑢 𝑗 )∑

𝑖 deg(𝑖)(𝑢+𝑖 )2

≤
∑
𝑖∈{𝑖:𝑢𝑖>0} 𝑢𝑖𝜆2 deg(𝑖)𝑢𝑖∑

𝑖 deg(𝑖)(𝑢+𝑖 )2

= 𝜆2 =

∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸 (𝑢𝑖 − 𝑢 𝑗 )2∑
𝑖 deg(𝑖)(𝑢𝑖)2

为了将 𝑢+ 进一步舍入为指示变量，我们采用如下的方法：定义 𝑆𝑡 = {𝑖 : (𝑢+𝑖 )2 ≥ 𝑡}，为了证明存在一个
{𝑖 : 𝑢𝑖 > 0} 的子集 𝑆𝑡，使得 𝜙(𝑆𝑡 ) = | 𝛿 (𝑆𝑡 ) |

vol(𝑆𝑡 ) ≤
√

2𝜆2，我们只需证明：当我们均匀随机地选择 𝑡 ∈ [0, 1] 时，
E[𝜙(𝑆𝑡 )] ≤

√
2𝜆2 即可。
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E[|𝛿(𝑆𝑡 ) |] =
∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸

Pr[(𝑖, 𝑗) ∈ (𝑆𝑡 , 𝑉 \ 𝑆𝑡 )]

=
∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸

Pr[(𝑢+𝑖 )2 ≤ 𝑡 ≤ (𝑢+𝑗 )2or(𝑢+𝑗 )2 ≤ 𝑡 ≤ (𝑢+𝑖 )2]

=
∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸

|
ˆ (𝑢+𝑗 )2
(𝑢+𝑖 )2

1𝑑𝑡 |

=
∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸

| (𝑢+𝑖 )2 − (𝑢+𝑗 )2 |

=
∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸

|𝑢+𝑖 − 𝑢+𝑗 | |𝑢+𝑖 + 𝑢+𝑗 |

≤
√ ∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸

(𝑢+𝑖 − 𝑢+𝑗 )2
∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸

(𝑢+𝑖 + 𝑢+𝑗 )2 (Cauchy-Schwarz 不等式)

≤
√ ∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸

(𝑢+𝑖 − 𝑢+𝑗 )2
∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸

(2(𝑢+𝑖 )2 + 2(𝑢+𝑗 )2) (均值不等式)

=
√ ∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸

(𝑢+𝑖 − 𝑢+𝑗 )2 · 2
∑
𝑖

deg(𝑖)(𝑢+𝑖 )2

=

√∑
(𝑖, 𝑗 ) ∈𝐸 (𝑢+𝑖 − 𝑢+𝑗 )2∑
𝑖 deg(𝑖) (𝑢+𝑖 )2

·
√

2
∑
𝑖

deg(𝑖)(𝑢+𝑖 )2

≤
√

2𝜆2
∑
𝑖

deg(𝑖) (𝑢+𝑖 )2

E[vol(𝑆𝑡 )] =
ˆ 1

0

∑
𝑖

deg(𝑖)Pr[(𝑢+𝑖 )2 ≥ 𝑡]𝑑𝑡

=
∑
𝑖

deg(𝑖) (𝑢+𝑖 )2

所以 |E | 𝛿 (𝑆) | |
E[vol(𝑆𝑡 ) ] ≤

√
2𝜆2。假设对于任意的 𝑡 ∈ [0, 1]，均有 |𝛿(𝑆𝑡 ) | >

√
2𝜆2 vol(𝑆𝑡 )，则有 E | 𝛿 (𝑆) |

E[vol(𝑆𝑡 ) ] >
E
√

2𝜆2 vol(𝑆𝑡 )
E[vol(𝑆𝑡 ) ] =

√
2𝜆2。矛盾！所以，一定存在 𝑡 ∈ [0, 1] 使得 |𝛿(𝑆𝑡 ) | ≤

√
2𝜆2 vol(𝑆𝑡 )，即 𝜙(𝑆𝑡 ) ≤

√
2𝜆2。又由 vol(𝑆𝑡 ) ≤ vol({𝑖 :

𝑢𝑖 > 0}) ≤ |𝐸 |，所以，𝜙(𝐺) ≤ 𝜙(𝑆𝑡 ) ≤
√

2𝜆2。
■

Cheeger 不等式的应用

Cheeger 不等式在图论和数据分析中有着广泛的应用，其核心思想是将图的几何性质（如切割问题）与谱性
质（拉普拉斯矩阵的特征值）联系起来。具体应用场景如下：

Cheeger 不等式的应用

谱划分（Spectral Clustering） 这是最经典的应用，步骤如下：
1. 建图：数据点 {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛} 根据距离阈值或相似度构建图 𝐺（如 𝑘-近邻或高斯核相似度）。
2. 计算拉普拉斯矩阵：通常使用归一化拉普拉斯矩阵 𝐿 = 𝐼 − 𝐷−1/2𝐴𝐷−1/2。
3. 求第二小特征向量：计算对应第二小特征值 𝜆2 的特征向量 𝑢2。
4. Sweep 操作：

将 𝑢2 的分量按值排序，依次尝试以每个分量为阈值将图划分为两个集合 𝑆𝑡。
计算每个划分的导率（Conductance） 𝜙(𝑆𝑡 ) = |𝐸 (𝑆𝑡 ,𝑆𝑡 ) |

min(vol(𝑆𝑡 ) ,vol(𝑆𝑡 ) )
，其中 vol(𝑆𝑡 ) 是 𝑆𝑡 中点的度数和。
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选择导率最小的划分作为最终结果。
理论保证：Cheeger 不等式给出了谱划分的近似比：

𝜆2

2
≤ 𝜙min ≤

√
2𝜆2,

其中 𝜙min 是最优导率。这意味着 𝜆2 小则图存在稀疏切割，而通过 𝑢2 得到的划分至少是最优解的近似。关于谱
聚类的详细教程可参考相关文献2

以下是 Cheeger 不等式的其他应用：
在图像分割中，将图像视为图：节点为像素点，边权重基于像素间颜色/纹理相似度。归一化拉普拉斯矩阵
的特征向量能捕捉图像的整体结构，通过谱划分可实现鲁棒的分割效果，适用于纹理复杂或边界模糊的图
像。
在文本分析中，文档集合可表示为相似度图，谱划分能发现潜在的主题群落。在社交网络中，节点代表用
户，边代表互动关系，谱方法通过计算特征向量快速得到近似最优的社区划分，避免了 NP-hard问题的精
确求解。该方法还可应用于推荐系统中的用户-商品二分图划分。

1.3.4 一些数学证明

事实 1.15 (莱布尼兹公式) 𝐴 是一个 𝑛 × 𝑛 的矩阵，其行列式定义为：

det(𝐴) =
∑
𝜎∈𝑆𝑛

sgn(𝜎)
𝑛∏
𝑖=1

𝐴𝜎 (𝑖) ,𝑖 ,

其中 𝑆𝑛 是集合 [𝑛] = {1, . . . , 𝑛} 上置换的全体，即集合 {1, . . . , 𝑛} 到自身的一一映射的全体；sgn(𝜎) 表示置换
𝜎 的符号差：具体来说，满足 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 但 𝜎(𝑖) > 𝜎( 𝑗) 的有序数对 (𝑖, 𝑗) 称为 𝜎 的一个逆序。如果 𝜎 的逆
序共有偶数个，则 sgn(𝜎) = +1；如果共有奇数个，sgn(𝜎) = −1。

举例 1.9 完全二部图 𝐾𝑝,𝑞 的特征值。 记 𝐾𝑝,𝑞 的顶点集合为 𝑉 = 𝐿 ∪ 𝑅，其中 |𝐿 | = 𝑝，|𝑅 | = 𝑞。其邻接矩阵

𝐴(𝐾𝑝,𝑞) 可以写成
[

0 𝐵

𝐵> 0

]
，其中 𝐵 ∈ R𝑝×𝑞 是全 1 矩阵。𝐴(𝐾𝑝,𝑞) 的秩为 2，所以 0 是它的 𝑝 + 𝑞 − 2 重根，此

外还有两个非零特征值，分别记为 𝛼 和 𝛽。根据定理 1.7，Tr(𝐴) = 𝛼 + 𝛽 + 0 = 0，所以 𝛼 = −𝛽（不妨设 𝛼 > 0）。
根据 𝐴 的特征值，写出特征多项式 det(𝑥𝐼 − 𝐴) = (𝑥 − 𝛼)(𝑥 + 𝛼)𝑥𝑝+𝑞−2 = 𝑥𝑝+𝑞 − 𝛼2𝑥𝑝+𝑞−2。为了计算

𝛼，需要确定 𝑥𝑝+𝑞−2 的系数。矩阵 𝑥𝐼 − 𝐴 对角线上的元素都等于 𝑥，其余元素为 0 或者-1（如果 𝑖 𝑗 ∈ 𝐸，则
(𝑥𝐼 − 𝐴)𝑖, 𝑗 = (𝑥𝐼 − 𝐴) 𝑗 ,𝑖 = −1）。
根据定理 1.15对于行列式的定义，任何在求和中对 deg(𝑥𝐼 − 𝐴) 贡献了 𝑥𝑝+𝑞−2 的项，都是 𝑛 个 𝑥𝐼 − 𝐴

的元素相乘：其中有 𝑝 + 𝑞 − 2 个元素来自对角元（贡献 𝑥𝑝+𝑞−2），剩下的两个元素为某条边对应的 −𝐴𝑖 𝑗 和
−𝐴 𝑗𝑖（贡献 −1 · −1 = 1）。图中一共有 𝑝 · 𝑞 条边，所以行列式的求和中一共有 𝑝 · 𝑞 个 𝑥𝑝+𝑞−2 的项（一条边
对应一项）。由于这个置换只有一个逆序对（要么 𝜎(𝑖) < 𝜎( 𝑗) 要么 𝜎( 𝑗) < 𝜎(𝑖)），所以的符号差是 −1。所以
−𝛼2𝑥𝑝+𝑞−2 = −1 · 𝑝𝑞 · 𝑥𝑝+𝑞−2，即 𝛼 =

√
𝑝𝑞。因此，完全二部图的邻接矩阵的特征值为 {√𝑝𝑞, 0, . . . , 0,−√𝑝𝑞}。

1.3.5 Perron–Frobenius 定理

Perron–Frobenius 定理是关于非负矩阵最大特征值及其对应特征向量的重要结果。为表述该定理，我们先
给出不可约矩阵与谱半径的定义。

定义 1.9 (不可约矩阵)

♣

设 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛. 若其对应的有向图 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 强连通，则称 𝐴 是 不可约的。其中 𝑉 = [𝑛]，且

𝐸 = { 𝑖 𝑗 | 𝐴𝑖 𝑗 ≠ 0 }.

2Ulrike von Luxburg. A Tutorial on Spectral Clustering.Statistics and Computing, 17(4):395–416, 2007.
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1.3 谱图论基础：Basics of Spectral Graph Theory

对实对称矩阵而言，其谱半径即为绝对值最大的特征值。对于一般可能有复特征值的矩阵，我们采用如下
定义。

定义 1.10 (谱半径)

♣

矩阵 𝐴 的谱半径 𝜌(𝐴) 定义为其全部特征值的模的最大值，即

𝜌(𝐴) = max{ |𝜆 | : 𝜆 是𝐴 的特征值 }.

Perron–Frobenius 定理在随机游走（random walk）的研究中尤其重要，参见文献 (Christopher D. Godsil
and Gordon F. Royle. Algebraic Graph Theory 第 8.8 章) 和 (Roger A. Horn and Charles R. Johnson. Matrix
Analysis. Cambridge University Press, Cambridge; New York, 2nd edition, 2013 第 8.4 章) 以了解更多细节和
证明。

定理 1.16 (Perron–Frobenius 定理)

♥

设 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 是非负且不可约矩阵，则有：
1. 谱半径 𝜌(𝐴) 是矩阵 𝐴 的一个特征值，且其代数重数为 1。特别地，若 𝐴 还是实对称矩阵，则最大
特征值的重数为 1，并且其绝对值最大。

2. 若 𝑣 是对应特征值 𝜌(𝐴) 的特征向量，则 𝑣 的所有分量均非零，且它们具有相同符号。
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第二章 随机算法

在上一章中，我们深入探讨了随机算法的基本原理与典型应用，并借助概率不等式（如Markov、Chebyshev、
Chernoff及 Azuma不等式）建立了对随机变量行为的精细控制。这些工具不仅为分析随机算法的性能提供了有
力支撑，也为我们理解大数据算法中的不确定性与近似性奠定了坚实基础。

然而，本书的核心目标并不仅限于随机性本身，而是聚焦于如何在面对海量数据时，设计出高效、可扩展且
理论有保障的算法。在大数据环境下，传统算法往往因计算资源受限而难以直接应用，因此我们需要借助概率
工具与随机思想，构建出次线性、近似、分布式等新型算法框架。

本章将研究各种困难问题的随机算法，从而逐步引入大数据算法的关键技术路径，包括：
降维技术（如 Johnson–Lindenstrauss变换）在保持数据结构的同时降低计算复杂度；
分布式优化与量化算法在多节点环境下的通信效率提升；
核心集与 VC维理论在近似学习与聚类中的应用；
次线性算法在近邻查询与聚类问题中的突破性进展。
这些内容将会在之后逐渐引入。在随机算法的介绍中我们将会看到，概率不等式不仅是分析工具，更是算

法设计的灵感源泉。它们帮助我们在不牺牲精度的前提下，实现对复杂数据的快速处理与智能抽象。
下面介绍一些本节中需要用到的知识及定义。

定义 2.1

♣

随机算法是一种在算法过程中引入随机函数，且随机函数的返回值直接或间接影响了算法的执行流程或
执行结果。在算法理论的早期教科书[1]中，随机算法被分为以下几种：

算法总是返回正确的结果,但不保证返回结果（如 Las Vegas算法）；
算法返回的结果未必正确，只能保证正确（错误）的概率（如Monte Carlo算法）；
算法可以消除输入样例对计算复杂度的影响（如 Sherwood算法）。

2.1 随机算法——Maxcut

2.1.1 Max Cut

接下来我们考虑一个具体的问题——最大割问题。

定义 2.2 (最大割问题)

♣

输入 : 𝐺 = (𝑉, 𝐸) , 𝑉 = {1, 2, · · · , 𝑛} ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉, 𝑤𝑖 𝑗 ≥ 0

输出 : 𝑆 = arg max
𝑆⊆𝑉

𝑤(𝑆,𝑉\𝑆), 𝑤(𝑆,𝑉\𝑆) =
∑

𝑖∈𝑆, 𝑗∉𝑆
𝑤𝑖 𝑗



2.1 随机算法——Maxcut

原始图 𝐺 = (𝑉, 𝐸)
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𝑆∗ = {1, 3, 4}

𝑆∗ = {2, 5}
割边数: 5

最大割权重: 2 + 1 + 2 + 4 + 3 + 2 = 14

图 2.1: 最大割问题示例：原始图、一个普通划分和最大割方案，图中虚线边代表割边。
这个问题的求解和半正定规划有关联性，首先我们介绍半正定规划的概念：

定义 2.3 (半正定规划)

♣

变量： {𝑥𝑖 𝑗 |1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛}

目标： min
∑
𝑖, 𝑗

𝛼𝑖 𝑗𝑥𝑖 𝑗

约束： X = (𝑥𝑖 𝑗 ) 半正定

· · · (一些关于𝑥𝑖 𝑗的线性不等式组)

注 SDP问题是凸优化问题，因为变量空间 X是一个锥（cone）：∀正定的𝑋,𝑌, 有𝜃𝑋 + (1 − 𝜃)𝑌正定，特殊的，这
类问题可以叫做锥优化。

定义 2.4 (整数线性规划)

♣
一类特殊的线性规划，变量取值仅可为整数值。更为特殊的，仅可为 0-1值，此时称为 0-1规划。

我们使用 SDP解决这个问题。首先转化一下问题:∑
𝑖∈𝑆, 𝑗∉𝑆

𝑤𝑖 𝑗 =
1
2
∑
𝑖≤ 𝑗

𝑤𝑖 𝑗 (1 − 𝑦𝑖𝑦 𝑗 ) (2.1)

𝑦𝑖 =


+1, 𝑖 ∈ 𝑆

−1, 𝑖 ∉ 𝑆
(2.2)

我们进一步做放缩：

𝑦𝑖 = {±1}𝑛 =⇒ 𝑣𝑖 ∈ S𝑛 (2.3)

S𝑛是R𝑛上的单位球面,原先的 𝑦𝑖 = {±1} 是 S1,后者是前者的特殊情况。注意，这样的放缩会导致目标函数的最
优值偏大（可行域变大了）。我们记此时的问题为 B，区别于原始的问题 A.

将缩放之后的形式带回（1）中，我们令 𝑥𝑖 𝑗 =< 𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗 >，则有
1
2
∑
𝑖≤ 𝑗

𝑤𝑖 𝑗 (1 − 𝑦𝑖𝑦 𝑗 ) =
1
2
∑
𝑖≤ 𝑗

𝑤𝑖 𝑗 (1 − 𝑥𝑖 𝑗 ) (2.4)

可以看出，此时的目标函数形式已经是 SDP形式。为确认其为 SDP，我们来证明 X是半正定的：
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2.1 随机算法——Maxcut

证明

𝑦𝑇X𝑦 =
∑
𝑖 𝑗

𝑦𝑖𝑦 𝑗𝑥𝑖 𝑗 =
∑
𝑖 𝑗

𝑦𝑖𝑦 𝑗 < 𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗 > (2.5)

=
∑
𝑖 𝑗

< 𝑦𝑖𝑣𝑖 , 𝑦 𝑗𝑣 𝑗 >=< 𝑦1𝑣1 + 𝑦2𝑣2 + · · · + 𝑦𝑛𝑣𝑛, 𝑦1𝑣1 + 𝑦2𝑣2 + · · · + 𝑦𝑛𝑣𝑛 > (2.6)

= | |𝑦1𝑣1 + 𝑦2𝑣2 + · · · + 𝑦𝑛𝑣𝑛 | |2 ≥ 0 (2.7)

■
得到 X后，如何得到最初始的 {𝑣1, · · · , 𝑣𝑛}? 事实上，X和 {𝑣1, · · · , 𝑣𝑛} 相差一个旋转因子，不过这对问题的性
质没有关系。对于正定矩阵，我们可以使用 Cholesky分解，即 𝐴 = 𝐿𝑇𝐿，式中 L是下三角阵，每行是对应的 𝑣𝑖。
完整的Max Cut算法如下：

1. 通过上述的转化，将目标函数转化为 (4)的形式，此时问题是一个 SDP问题。求解得到U = {𝑣1, · · · , 𝑣𝑛} ⊆ S𝑛

2. 在 S𝑛 上随机选取一个向量 𝑟,并根据 r将 U分类:

𝑆 = {𝑖 | < 𝑣𝑖 , 𝑟 >≥ 0}

𝑉\𝑆 = {𝑖 | < 𝑣𝑖 , 𝑟 >< 0}

3. {𝑆,𝑉\𝑆}是一个最大割问题的解。

2.1.2 算法分析

我们尝试分析算法的近似效果。

E[𝑤(𝑆,𝑉\𝑆)] =
∑
𝑖< 𝑗

𝑤𝑖 𝑗 · 𝑃𝑟𝑜𝑏[𝑠𝑔𝑛(< 𝑣𝑖 , 𝑟 >) ≠ 𝑠𝑔𝑛(< 𝑣 𝑗 , 𝑟 >)] (2.8)

=
∑
𝑖< 𝑗

𝑤𝑖 𝑗
2arccos(< 𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗 >)

2𝜋
(2.9)

=
1
𝜋

∑
𝑖< 𝑗

𝑤𝑖 𝑗arccos(< 𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗 >) = Δ (2.10)

注请注意，{𝑣1, 𝑣2, · · · , 𝑣𝑛}仍然是在 S𝑛,而不是 S2上，但考虑到两两向量之间时，其组成的空间是 2维的。
再考虑最优值 OPT的一个上界 U，得到我们结果的近似比 𝛼 = Δ

𝑂𝑃𝑇 ≥
Δ
𝑈。由于问题 B是由问题 A放松得到的，

也就是说问题 B的最优解一定大于 A的最优解。
问题 B的目标函数是 1

2
∑
𝑖≤ 𝑗 𝑤𝑖 𝑗 (1− < 𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗 >),那么我们可以推出近似比。

𝛼 =
2
𝜋

∑
𝑖< 𝑗 𝑤𝑖 𝑗arccos(< 𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗 >)∑
𝑖≤ 𝑗 𝑤𝑖 𝑗 (1− < 𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗 >)

(2.11)

≥ 2
𝜋

min
arccos(< 𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗 >)
(1− < 𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗 >)

(2.12)

≥ 2
𝜋

min
𝜃

1 − cos 𝜃
≈ 0.878 (2.13)

根据之前的Markov不等式，我们还能得到一些结果。

E[𝑂𝑃𝑇 − Δ
𝑂𝑃𝑇

] < 0.122 =⇒

Prob[𝑂𝑃𝑇 − Δ
𝑂𝑃𝑇

> 0.122(1 + 𝜖)] <
E[𝑂𝑃𝑇−Δ𝑂𝑃𝑇 ]

0.122(1 + 𝜖) (2.14)

<
1

1 + 𝜖 (2.15)

根据 Uninon Bound，可以通过多次重复，提高概率，这也是随机算法中常见的操作。
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2.2 Balls and Bins

2.1.3 补充

最大割问题不存在现有的多项式时间近似算法（PTAS）。且对于近似比 >0.941的情况均为 NP困难问题。
如果 Unique Games Conjecture正确，那么 0.878已经是最好的近似比。UG猜想与本章的关系在于，如果
其成立，那么 SDP可以为一大类的近似问题提供最优的近似比，其中也包含最大割问题[2]。

2.2 Balls and Bins

Balls and Bins模型是概率论和计算机科学中一个经典的概率模型，广泛用于分析哈希表、负载均衡等算法的性
能。该模型通过将“球”随机投入“箱子”的简单过程，揭示了随机分配中的深刻数学规律，并为许多实际问题
的算法设计提供了理论基础。下面是一些具体现实问题的例子：

生日问题：一个班级里有 𝑚个人，存在两人生日是同一天的概率是多少？
哈希表设计：将 𝑚条数据随机映射存储在一个长度为 𝑛的哈希表中，发生冲突的概率有多大？最长链表会
有多长？
负载均衡：将 𝑚个任务随机分配给 𝑛个服务器，单个服务器的最大负载会是多少？

这些问题的共同特点是都需要分析随机分配过程中的统计特性。Balls and Bins模型为我们提供了统一的框架来
研究这些问题。在本节中，我们将系统地研究 Balls and Bins模型。首先给出模型的形式化定义，然后分析期望
碰撞次数及其在生日悖论中的应用。接着探讨最大负载问题，展示当球的数量与箱子数量相同时的最大负载期
望。最后，介绍“两种选择的力量”这一重要思想，展示如何通过简单的策略改进来显著降低最大负载。

2.2.1 问题定义

模型描述

假设存在 𝑚个球 (Balls)和 𝑛个箱子 (Bins)，每个球被独立且均匀随机地投到一个箱子中。每个箱子可以容纳任
意数量的球。

关注的核心问题

在随机分配过程中，我们主要关心两个问题：
1. 期望碰撞次数：有多少对球会落入同一个箱子？
2. 最大负载：单个箱子中最多会有多少个球？

这两个问题分别对应着哈希表中的冲突概率和负载均衡中的服务器最大负载，具有重要的实际意义。

2.2.2 期望碰撞次数

碰撞的数学定义

如果两个球被投到同一个箱子，那么我们说这两个球之间发生碰撞。为了分析期望碰撞次数，我们定义指示变
量：

𝑋𝑖 𝑗 =


1 如果第 𝑖个球和第 𝑗 个球落入同一个箱子

0 否则

那么累计碰撞次数就是 𝑋 =
∑

1≤𝑖< 𝑗≤𝑚 𝑋𝑖 𝑗。

25



2.2 Balls and Bins

期望值计算

分析 𝑋𝑖 𝑗 和 𝑋 的期望：

𝐸 [𝑋𝑖 𝑗 ] = Pr[𝑋𝑖 𝑗 = 1] =
𝑛∑
𝑙=1

Pr[第 𝑖个球和第 𝑗 个球同时落入第 𝑙 个箱子]

= 𝑛 · 1
𝑛2 =

1
𝑛

𝐸 [𝑋] = 𝐸


∑
1≤𝑖< 𝑗≤𝑚

𝑋𝑖 𝑗

 =
∑

1≤𝑖< 𝑗≤𝑚
𝐸 [𝑋𝑖 𝑗 ] =

(
𝑚

2

)
1
𝑛

𝐸 [𝑋] 即为期望碰撞次数。注意到，当 𝑚 =
√

2𝑛时，𝐸 [𝑋] 近似为 1，这意味着当球的数量约为箱子数量的平方
根时，期望会发生一次碰撞。

生日悖论

问题描述 生日问题是 Balls and Bins模型最著名的应用之一：假设房间里有 𝑚个人，每个人的生日均匀随机分
布在一年的 𝑛(= 365)天中。当 𝑚多大时可以以很大的概率（比如 0.9）保证有两个人同一天生日？

直觉与现实的差距 根据鸽巢原理，当 𝑚 = 𝑛 + 1时，一定有两个人同一天生日。但概率分析显示，实际上当 𝑚

远小于 𝑛时，碰撞概率就已经很高了。

概率分析 当 𝑚 ≤ 𝑛时，所有人生日都不相同的概率为：

Pr[𝑚个人的生日都不相同] = 1 ·
(
1 − 1

𝑛

)
·
(
1 − 2

𝑛

)
· · ·

(
1 − 𝑚 − 1

𝑛

)
=
𝑚−1∏
𝑖=0

(
1 − 𝑖

𝑛

)
≤
𝑚−1∏
𝑖=0

𝑒−
𝑖
𝑛 (利用 1 − 𝑥 ≤ 𝑒−𝑥)

= 𝑒−
𝑚(𝑚−1)

2𝑛

数值验证 代入 𝑛 = 365和 𝑚 = 42，此时所有人生日都不相同的概率小于 0.1，即以 0.9的概率保证有两人同一
天生日。当 𝑚 = 60时，即可以超过 99%的概率保证有两人生日相同。

悖论的意义 这个数学事实十分违反直觉，故称其为生日悖论（Birthday Paradox）。它揭示了在随机分配中，碰
撞发生的概率比直觉认为的要高得多。这一原理在密码学中引申出重要的生日攻击方法，用于寻找哈希函数的
碰撞。感兴趣的同学可以参考生日攻击的维基百科。

不发生碰撞的概率

与生日问题相反，在某些应用场景中（如完美哈希），我们希望保证不发生碰撞的概率很高。
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2.2 Balls and Bins

Pr[𝑚个球被投进不同的箱子] =
𝑚−1∏
𝑖=0

(
1 − 𝑖

𝑛

)
≥
𝑚−1∏
𝑖=0

𝑒
− 𝑖

𝑛 −
𝑖2
𝑛2 (利用 𝑒−𝑥−𝑥

2 ≤ 1 − 𝑥,当 0 ≤ 𝑥 ≤ 0.5)

= exp
(
−𝑚(𝑚 − 1)

2𝑛
− 𝑚(𝑚 − 1/2)(𝑚 − 1)

3𝑛2

)
假设 𝑑 是一个待定的常数，将 𝑚 = 𝑑

√
𝑛代入上式，指数的第一项将起主导作用（第二项是 𝑜(1)）。通过挑选合

适的 𝑑，我们可以保证最后的概率足够大。

2.2.3 最大负载（Max Load）

问题定义与意义

令 𝐿𝑖 表示第 𝑖个箱子中含有的球的个数，我们称它为负载 (load)。定义最大负载为 𝑀 = max1≤𝑖≤𝑛 𝐿𝑖。在需要均
衡负载的应用中，我们希望 𝑀 不要太大，以避免单个服务器过载；在哈希表的应用中，𝑀 决定了最长链表的长
度，影响查询效率。

球数远多于箱子数的情况

定理 2.1

♥

当 𝑚 = Ω(𝑛 log 𝑛)时，
𝐸 [𝑀] = Θ

(𝑚
𝑛

)
(2.16)

证明 令 𝑋𝑖 𝑗 是“第 𝑗 个球落入第 𝑖 个箱子”这一事件的指示变量，则 𝐿𝑖 =
∑

1≤ 𝑗≤𝑚 𝑋𝑖 𝑗。因此 𝐸 [𝐿𝑖] =∑
1≤ 𝑗≤𝑚 𝐸 [𝑋𝑖 𝑗 ] = 𝑚

𝑛，结合 𝑀 的定义可知 𝐸 [𝑀] ≥ 𝑚
𝑛。

另一方面，根据 Chernoff Bound，对于合适的 𝛿，有：

Pr
[
𝐿𝑖 > (1 + 𝛿)

𝑚

𝑛

]
≤ exp

(
−𝛿

2

3
· 𝑚
𝑛

)
= exp

(
−𝛿

2

3
Ω(log 𝑛)

)
≤ 1
𝑛

即以至少 1 − 1
𝑛 的概率，可以保证 𝐿𝑖 ≤ 𝑂 (𝑚𝑛 )；并且，箱子的最大负载至多为 𝑚，因此根据概率分解：

𝐸 [𝑀] ≤
(
1 − 1

𝑛

)
· 𝑂

(𝑚
𝑛

)
+ 1
𝑛
· 𝑚 = 𝑂

(𝑚
𝑛

)
综上，𝐸 [𝑀] = Θ(𝑚𝑛 )。

■
这个结果很直观：当球数远多于箱子数时，负载会相对均匀地分布。

球数与箱子数相等的情况

更令人惊讶的是当球数与箱子数相等时的情况：

定理 2.2

♥

当 𝑚 = 𝑛时，

𝐸 [𝑀] = Θ

(
log 𝑛

log log 𝑛

)
(2.17)

证明 (此处仅证明上界)直觉上，单个箱子中落入的球的个数不会特别大，我们来具体分析这个概率：
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2.2 Balls and Bins

Pr[𝐿𝑖 ≥ 𝑘] ≤
∑

1≤<𝑛1<· · ·<𝑛𝑘≤𝑚
Pr[第 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘 个球落入第 𝑖个箱子] (2.18)

=

(
𝑚

𝑘

)
1
𝑛𝑘

式 (2.18)的不等号由 Union Bound可得。结合 Stirling公式：(
𝑚

𝑘

)
=
𝑚(𝑚 − 1) · · · (𝑚 − 𝑘 + 1)

𝑘!
≤ 𝑚

𝑘

𝑘!
≤ 𝑚𝑘 ·

( 𝑒
𝑘

) 𝑘
因此，Pr[𝐿𝑖 ≥ 𝑘] ≤

(
𝑒𝑚
𝑘

) 𝑘 1
𝑛𝑘

=
(
𝑒
𝑘

) 𝑘。当 𝑘 足够大时，该概率会足够小。
令 𝑘 = 𝑐 log 𝑛

log log 𝑛，其中 𝑐 > 3是一个待定的常数。代入得到：

Pr[𝐿𝑖 ≥ 𝑘] ≤
(
𝑒 log log 𝑛
𝑐 log 𝑛

) 𝑐 log𝑛
log log𝑛

<

(
log 𝑛

log log 𝑛

)− 𝑐 log𝑛
log log𝑛

= exp
(
− 𝑐 log 𝑛

log log 𝑛
(log log 𝑛 − log log log 𝑛)

)
= exp

(
−𝑐 log 𝑛 + 𝑐 log 𝑛

log log log 𝑛
log log 𝑛

)
= 𝑒−𝑐 log 𝑛+𝑐·𝑜 (log 𝑛)

= 𝑛−𝑐+𝑜 (1)

再结合 Union Bound可得：

Pr[𝑀 ≥ 𝑘] ≤
∑

1≤𝑖≤𝑚
Pr[𝐿𝑖 ≥ 𝑘] ≤ 𝑛−𝑐+1+𝑜 (1)

这意味着取合适的 𝑐，可以保证以至少 1 − 1
𝑛 的概率，有 𝑀 < 𝑘。因此：

𝐸 [𝑀] ≤
(
1 − 1

𝑛

)
· (𝑘 − 1) + 1

𝑛
· 𝑚 = 𝑂

(
log 𝑛

log log 𝑛

)
■

关于上述定理中下界的证明部分，参考[3] 的 Lemma 5.12。

2.2.4 两种选择的力量（The Power of Two Choices）

动机与策略描述

在前面的分析中，当 𝑚 = 𝑛时，最大负载 𝑀 的期望是 Θ( log 𝑛
log log 𝑛 )。这个结果比较糟糕，我们能否通过一些改进

策略做得更好？
一个自然的想法是：每次随机挑选 𝑑个箱子，将球放入当前负载最小的那个箱子中。最简单的情况是 𝑑 = 2，即
两种选择策略。

两种选择策略 每次将球投入箱子中时，随机挑选 2个箱子，将球放入当前负载较小的那个箱子中。

关键技术引理

为了分析这种策略的性能，我们需要以下引理：
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2.2 Balls and Bins

引理 2.1

♥

令 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 是一组随机变量，𝑌1, . . . , 𝑌𝑛 是一组 0-1随机变量，并且 𝑌𝑖 依赖于 𝑋1, . . . , 𝑋𝑖，如果

Pr[𝑌𝑖 = 1; |; 𝑋1, . . . , 𝑋𝑖] ≤ 𝑝

那么

Pr

[
𝑛∑
𝑖=1

𝑌𝑖 > 𝑎

]
≤ Pr[𝐵(𝑛, 𝑝) > 𝑎]

其中 𝐵(𝑛, 𝑝) 表示独立试验 𝑛次，每次成功概率为 𝑝的二项分布随机变量。

这个引理允许我们将相关的随机变量序列与独立的二项分布进行比较。

主要结果

定理 2.3

♥

当 𝑚 = 𝑛时，如果采用两种选择策略，则

𝐸 [𝑀] = Θ(log log 𝑛) (2.19)

我们在此处证明上界。与简单随机分配相比，两种选择策略将最大负载从 Θ( log 𝑛
log log 𝑛 ) 降低到 Θ(log log 𝑛)，这是

一个指数级的改进！

证明思路与直觉

我们假定 𝑚个球被依次放入箱子中，第 𝑡 个球被放入后的状态称为时刻 𝑡，对应地，𝐿𝑖 (𝑡)表示时刻 𝑡 时，第 𝑖个
箱子内球的个数。令 𝜈𝑘 (𝑡) 表示在时刻 𝑡 时，至少含有 𝑘 个球的箱子的个数。
关键观察：如果我们想获得一个含有 𝑘 + 1个球的箱子，那么在球到来时，选择的两个候选箱子都必须至少含有
𝑘 个球，这意味着：

Pr[新球高度 ≥ 𝑘 + 1] ≤
(
𝜈𝑘 (𝑡 − 1)

𝑛

)2

这个平方关系导致了 𝜈𝑘 的快速衰减。直觉上：
至多只有 𝑛

4 个箱子含有 4个球
选择两个箱子都含有 4个球的概率为 ( 14 )2 = 1

16，所以含有 5个球的箱子数约为 𝑛
16

含有 6个球的箱子数约为 𝑛
256 = 𝑛

223

含有 𝑘 个球的箱子数约为 𝑛

22𝑘−3

当 𝑛

22𝑘−3 < 1时，𝑘 = 𝑂 (log log 𝑛)，因此最大负载为 𝑂 (log log 𝑛)。

详细证明

证明 我们尝试构造一组递减的序列 𝛽𝑘，使得对任意的 𝑘，𝜈𝑘 (𝑛) ≤ 𝛽𝑘 以很高的概率成立。如果 𝛽𝑘 < 1时，那么
𝑀 < 𝑘，说明其衰减速度决定了 𝑀 的量级。
定义事件 Φ𝑘 = 𝜈𝑘 (𝑛) ≤ 𝛽𝑘，我们希望构造的 𝛽𝑘 使得当 Φ𝑘 成立时，Φ𝑘+1以很高的概率成立。
假设每个箱子都是一个栈，令 ℎ(𝑡)表示第 𝑡 个球放置的高度，𝜇𝑘 (𝑡)表示时刻 𝑡 时，所有高度至少为 𝑘 的球的个
数。考虑某个固定的 𝑘，定义 𝑌𝑡 为“ℎ(𝑡) ≥ 𝑘 + 1且 𝜈𝑘 (𝑡 − 1) ≤ 𝛽𝑘”这一事件的指示变量。令 𝜔 𝑗 表示第 𝑗 个球
选择的箱子，那么：
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2.2 Balls and Bins

Pr[𝑌𝑡 = 1; |;𝜔1, . . . , 𝜔𝑡−1] = Pr[ℎ(𝑡) ≥ 𝑘 + 1; |; 𝜈𝑘 (𝑡 − 1) ≤ 𝛽𝑘 , 𝜔1, . . . , 𝜔𝑡−1]

· Pr[𝜈𝑘 (𝑡 − 1) ≤ 𝛽𝑘 ; |;𝜔1, . . . , 𝜔𝑡−1]

≤ Pr[ℎ(𝑡) ≥ 𝑘 + 1; |; 𝜈𝑘 (𝑡 − 1) ≤ 𝛽𝑘]

≤
(
𝛽𝑘
𝑛

)2
def
= 𝑝𝑘

利用引理2.1可得：

Pr

[
𝑛∑
𝑡=1

𝑌𝑡 > 𝛽𝑘+1

]
≤ Pr[𝐵(𝑛, 𝑝𝑘) > 𝛽𝑘+1]

当 Φ𝑘 成立时，𝜈𝑘 (𝑡 − 1) ≤ 𝛽𝑘 一定成立，此时
∑𝑛
𝑡=1𝑌𝑡 = 𝜇𝑘+1 (𝑛)。又因为 𝜈𝑘+1 (𝑛) ≤ 𝜇𝑘+1 (𝑛)，可得：

Pr[¬Φ𝑘+1; |;Φ𝑘] = Pr[𝜈𝑘+1 (𝑛) > 𝛽𝑘+1; |;Φ𝑘]

≤ Pr

[
𝑛∑
𝑡=1

𝑌𝑡 > 𝛽𝑘+1; |;Φ𝑘

]
≤

Pr
[∑𝑛

𝑡=1𝑌𝑡 > 𝛽𝑘+1
]

Pr[Φ𝑘]

≤ Pr[𝐵(𝑛, 𝑝𝑘) > 𝛽𝑘+1]
Pr[Φ𝑘]

令 𝛽𝑘+1 = 2𝑛𝑝𝑘，考虑 𝑛𝑝𝑘 ≥ 6 ln 𝑛的情况，根据 Chernoff Bound我们有 Pr[𝐵(𝑛, 𝑝𝑘) > 𝛽𝑘+1] ≤ 𝑒−
𝑛𝑝𝑘

3 ≤ 1
𝑛2。于是：

Pr[¬Φ𝑘+1] = Pr[¬Φ𝑘+1; |;Φ𝑘] · Pr[Φ𝑘] + Pr[¬Φ𝑘+1; |;¬Φ𝑘] · Pr[¬Φ𝑘]

≤ 1
𝑛2 + Pr[¬Φ𝑘] (𝑛𝑝𝑘 ≥ 6 ln 𝑛)

如果我们令 𝛽4 = 𝑛
4，由递推关系可得 𝛽𝑘+4 = 1

2 ·
𝑛

22𝑘。令 𝑘∗ = min 𝑘 : 𝑛𝑝𝑘 < 6 ln 𝑛，则 𝑘∗ = 𝑂 (log log 𝑛)。注意到
Pr[¬Φ4] = 0，于是可得：

Pr[¬Φ𝑘∗ ] ≤
𝑘∗

𝑛2 (2.20)

接下来考虑 𝑛𝑝𝑘 < 6 ln 𝑛即 𝑘 ≥ 𝑘∗的部分：

Pr[𝜈𝑘∗+1 (𝑛) > 12 ln 𝑛; |;Φ𝑘∗ ] ≤ Pr[𝜇𝑘∗+1 (𝑛) > 12 ln 𝑛; |;Φ𝑘∗ ] (2.21)

≤ Pr[𝐵(𝑛, 𝑝𝑘∗ ) > 12 ln 𝑛]
Pr[Φ𝑘∗ ]

(2.22)

≤ Pr[𝐵(𝑛, 6 ln 𝑛/𝑛) > 12 ln 𝑛]
Pr[Φ𝑘∗ ]

(2.23)

≤ 1
𝑛2 ·

1
Pr[Φ𝑘∗ ]

(2.24)

移除条件概率：

Pr[𝜈𝑘∗+1 (𝑛) > 12 ln 𝑛] ≤ 1
𝑛2 + Pr[¬Φ𝑘∗ ] ≤

𝑘∗ + 1
𝑛2 (2.25)

此式子说明至少含有 𝑘∗ + 1个球的箱子大概率不超过 12 ln 𝑛个。更进一步：
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2.3 K-means聚类

Pr[𝜇𝑘∗+2 (𝑛) ≥ 2; |; 𝜈𝑘∗+1 (𝑛) ≤ 12 ln 𝑛] ≤
Pr[𝐵(𝑛, ( 12 ln 𝑛

𝑛 )2) ≥ 2]
Pr[𝜈𝑘∗+1 (𝑛) ≤ 12 ln 𝑛] (2.26)

≤
(𝑛
2
)
( 12 ln 𝑛

𝑛 )4

Pr[𝜈𝑘∗+1 (𝑛) ≤ 12 ln 𝑛] (2.27)

移除条件：

Pr[𝜇𝑘∗+2 (𝑛) ≥ 2] ≤
(
𝑛

2

) (
12 ln 𝑛
𝑛

)4
+ Pr[𝜈𝑘∗+1 (𝑛) > 12 ln 𝑛] (2.28)

≤
(
𝑛

2

) (
12 ln 𝑛
𝑛

)4
+ 𝑘

∗ + 1
𝑛2 (2.29)

= 𝑜

(
1
𝑛

)
(2.30)

因此，Pr[𝜈𝑘∗+3 (𝑛) ≥ 1] ≤ Pr[𝜇𝑘∗+2 (𝑛) ≥ 2] = 𝑜( 1
𝑛 )。这意味着 𝑀 ≥ 𝑘∗ + 3的概率不超过 𝑜( 1

𝑛 )，于是：

𝐸 [𝑀] ≤ (𝑘+2) + 𝑛 · 𝑜
(
1
𝑛

)
= 𝑂 (log log 𝑛) (2.31)

■

推广与进一步结果

当我们将两种选择策略中的候选箱子个数由 2拓展到 𝑑 时，可以证明最大负载以很大的概率满足 𝑀 ≤ log log 𝑛
log 𝑑 +

𝑂 (1)。这意味着即使是很小的 𝑑 值，也能带来显著的性能提升。这一部分可以参考文章[4]

这一简单而强大的思想在负载均衡、哈希表设计、路由算法等众多领域都有广泛应用，体现了随机算法设计中
“小改进带来大收益”的重要原则。

2.3 K-means聚类

聚类是数据处理与分析中最基础且重要的一类工具，广泛应用于数据挖掘、机器学习、模式识别等领域。聚类
方法多种多样，包括基于密度的方法、基于类中心的方法、层次聚类方法等。
K-means聚类算法是人工智能、机器学习、运筹学、统计学等诸多领域最常用的聚类算法之一。与max-cut、min-cut

问题类似，K-means也是一个经典的随机算法的例子，其简单性和有效性使其在实践中得到了广泛应用。

2.3.1 问题定义与基础概念

K-means聚类问题

定义 2.5 (k-means聚类)

♣

输入欧式空间中 𝑛个点的集合 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ...., 𝑥𝑛} ∈ 𝑅𝑑 ,希望找到 𝑘 个类中心点 𝐶 = {𝑐1, ..., 𝑐𝑘} ∈ 𝑅𝑑 ,使
得将集合 𝑋 中的点分配给最近的类中心点，分配代价 𝜙𝑋 (𝐶) =

∑
𝑥∈𝑋 𝑚𝑖𝑛𝑐∈𝐶 ‖𝑐 − 𝑥‖22最小。

为了后续分析方便，我们引入一些记号：

定义 2.6

♣
对于任意点集 𝐴和中心点集合 𝐶，定义分配代价 𝜙𝐴(𝐶) =

∑
𝑥∈𝐴min𝑐∈𝐶 |𝑐 − 𝑥 |22。

注如果将分配代价中的平方距离改为普通欧氏距离，即 𝜙𝐴(𝐶) =
∑

𝑥∈𝐴min𝑐∈𝐶 | |𝑐 − 𝑥 | |2，则对应的聚类问题为
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2.3 K-means聚类

图 2.2: 不同类型的聚类方法示意图：(a)基于密度的聚类 (b)基于类中心的聚类 (c)层次聚类
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k-median问题。

定义 2.7

♣
记 𝐴1, ..., 𝐴𝑘 为最优解 𝐶𝑜𝑝𝑡 导出的类。其中 𝐴𝑖 = {𝑥 ∈ 𝑋 |𝑐𝑖 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑐∈𝐶 ‖𝑐 − 𝑥‖22}。

计算复杂度与近似算法

对于 K-means问题，只要聚类数 𝑘 和维度 𝑑 有一个不是常数，那么它就是 NP-hard的。这意味着在多项式时间
内找到精确最优解在计算上是不可行的（除非 P = NP）。因此，我们转向研究能在多项式时间内找到近似解的近
似算法。
近似算法的目标是，在可接受的时间内，找到一个解，其目标函数值（如 K-means中的 𝜙𝑋 (𝐶)）与最优解的比
值（即近似比）有可证明的上界。

定义 2.8 (𝜌-近似算法)

♣

对于一个最优化问题，如果一个算法 𝐴𝐿𝐺 对于任何输入实例 𝐼，都能在多项式时间内输出一个可行解，
且满足：

对于最小化问题，该解的成本 𝐴𝐿𝐺 (𝐼)满足：
ALG(𝐼)
OPT(𝐼) ≤ 𝜌

对于最大化问题，该解的价值 𝐴𝐿𝐺 (𝐼)满足：
OPT(𝐼)
ALG(𝐼) ≤ 𝜌

其中 OPT(𝐼) 是该实例最优解的成本（对于最小化问题）或价值（对于最大化问题），则称 𝐴𝐿𝐺 是一个
𝜌-近似算法。𝜌 ≥ 1被称为该算法的近似比。

在两种情况下，近似比 𝜌都大于等于 1。𝜌越接近 1，表示近似算法得到的解越接近最优解。当 𝜌 = 1时，算法
总能找到最优解。

定义 2.9 (多项式时间近似方案)

♣

如果对于任意给定的 𝜖 > 0，都存在一个算法 𝐴𝜖，使得 𝐴𝜖 是 (1+ 𝜖)-近似算法，并且其运行时间是输入规
模的多项式（对于固定的 𝜖），则称该问题存在一个多项式时间近似方案（Polynomial Time Approximation

Scheme，简称 PTAS）。

PTAS是强大的，因为我们可以通过选择更小的 𝜖 来获得任意接近最优的解。然而，运行时间可能随着 𝜖 的减小
而急剧增长，例如 𝑂 (𝑛1/𝜖 )。一种更严格的要求是完全多项式时间近似方案，其运行时间是 1/𝜖 和输入规模的多
项式。

K-means的近似算法概览 K-means的近似算法研究取得了丰富的成果，主要围绕不同参数（𝑘 , 𝑑）是常数还是
变量展开：

𝑑 为常数时：存在 PTAS。核心思想是，在低维空间中，可以利用空间划分技术（如网格、区域分解）来
枚举候选解的空间。例如，Local Search算法从一个初始解开始，反复尝试用一个新中心替换一个旧中心，
如果代价降低则接受替换。可以证明，经过多项式次迭代后，该算法能收敛到一个局部最优解，且其代价
与全局最优解的比值是一个常数。这一方向的开创性工作见于[5]，该文首次给出了基于局部搜索的 PTAS。
后续研究[6] 进一步分析和改进了局部搜索算法的性能。
𝑘 为常数时：同样存在 PTAS。此时，可以枚举所有可能的 𝑘 个中心的"候选集"。虽然所有数据点的组合太
多，但可以证明，存在一个大小仅为 𝑛的多项式的候选中心集合，从中选出的 𝑘 个中心能提供 (1 + 𝜖)-近
似。Peeling算法是这类算法的代表，它通过迭代地找到并移除最大簇的近似中心来工作。这方面的理论基
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础由[7] 建立，他们提出了基于随机采样的 PTAS。更早的工作[8] 也为此类算法提供了重要的思路。
𝑘 和 𝑑均非常数时：这是最一般也最困难的情况。此时不存在 PTAS（除非 P = NP），研究焦点在于设计常
数因子近似算法。K-means++及其变种（如之后将要介绍的 Bicriteria算法）是这方面的杰出代表，它们
通过巧妙的概率采样来初始化中心点，以高概率保证常数近似比。K-means++算法由[9]提出，首次实现了
𝑂 (log 𝑘)的期望近似比。后续工作[10]提出了双准则近似算法，将近似比改进到常数级别。近年来，[11]等研
究进一步优化了这些算法的运行时间。

从理论到实践 理论上的近似比保证了算法在最坏情况下的性能下限。在实践中，像 Lloyd 算法这样没有近似
比保证的启发式算法，由于其简单性和在“典型”实例上的良好表现，依然被广泛使用。K-means++的成功在于
它很好地结合了理论保证和实际效能：其初始化步骤提供了理论上的近似比，而后续的 Lloyd迭代则负责在实
际数据上进一步优化。
理解这些近似算法的理论基础，不仅能让我们在面临困难问题时知道有哪些工具可用，更重要的是，它指导我
们如何设计新的算法，以及如何根据数据的具体特点（大小、维度、簇数）来选择合适的现有算法。

重心的性质

定义 2.10 (重心)

♣
给定欧氏空间 R𝑑 中任意一个点集 𝑆，其重心定义为 𝜇(𝑆) = 1

|𝑆 |
∑

𝑥∈𝑆 𝑥。其中 |𝑆 |为点集 𝑆中点的个数。

定理 2.4 (重心的最优性)

♥

对于欧氏空间 R𝑑 中的一个点集 𝑆，其重心到点集中所有点的距离平方和最小，即

𝜇(𝑆) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑐∈𝑅𝑑

1
|𝑆 |

∑
𝑥∈𝑆
‖𝑥 − 𝑐‖22

证明 ∑
𝑥∈𝑆
‖𝑥 − 𝑐‖22 =

∑
𝑥∈𝑆
‖𝑥 − 𝜇(𝑆) + 𝜇(𝑆) − 𝑐‖22

=
∑
𝑥∈𝑆
(‖𝑥 − 𝜇(𝑆)‖22 + ‖𝜇(𝑆) − 𝑐‖22 + 2〈𝑥 − 𝜇(𝑆), 𝜇(𝑆) − 𝑐〉)

=
∑
𝑥∈𝑆
‖𝑥 − 𝜇(𝑆)‖22 + |𝑆 | ‖𝜇(𝑆) − 𝑐‖22

要使得
∑

𝑥∈𝑆 ‖𝑥 − 𝑐‖22最小，则 𝜇(𝑆) − 𝑐 = 0，即 𝑐 = 𝜇(𝑆) ■
上面的证明可以引出下面的技术性引理，后续会经常用到。

引理 2.2

♥

给定欧氏空间 𝑅𝑑 中任意一个点集 𝑆以及 𝑝 ∈ 𝑅𝑑 ,我们有∑
𝑥∈𝑆
‖𝑥 − 𝑝‖22 =

∑
𝑥∈𝑆
‖𝑥 − 𝜇(𝑆)‖22 + |𝑆 | ‖𝜇(𝑆) − 𝑝‖22

2.3.2 经典算法及其分析
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Lloyd算法

Algorithm 1 Lloyd’s Algorithm

均匀随机选取 𝑘 个点作为 𝐶 的初始化
while算法未收敛 do
将 𝑋 根据 𝐶 中的 𝑘 个类中心进行划分，得到 𝑘 个类 𝐻1, . . . , 𝐻𝑘

对每一个类 𝐻 𝑗，更新类中心 𝑐 𝑗 ← 𝜇(𝐻 𝑗 )
end while

Lloyd算法实现简单，时间复杂度为 𝑂 (𝑛𝑘𝑑)，但可能会陷入局部最优解，并且没有对近似比的保证。如果初始
化的点选取不当，算法性能可能很差。例如考虑对一个长宽比非常大的矩形的四个顶点做二分类，如初始化将
每条长划分成一类，上述算法将输出这个划分。显然，这和最优划分相距甚远。

1. 初始化
随机选择中心

2. 分配点
到最近中心

3. 更新中心
重新计算质心

4. 最终结果
收敛状态

图 2.3: Lloyd算法迭代过程示意图

K-means++算法

Algorithm 2 K-means++[9]

初始化 𝐶 ← 𝑐1，𝑐1 为 𝑋 中随机选取的点
for 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑘 do

𝑝(𝑥) ←
min1≤ℓ≤ 𝑗−1 |𝑥 − 𝑐ℓ |22

𝜙𝑋 (𝐶)
以概率 𝑝(𝑥)选取 𝑋 中点 𝑐 𝑗 放入 𝐶 中

end for
以上面得到的 𝐶 作为 Lloyd’s Algorithm类中心的初始化，运行 Lloyd’s Algorithm

该算法由[12]提出，其核心思想是以更高概率选取距离现有中心较远的点。为什么不直接使用贪心的思想？其实
我们希望选出离最优解中心接近的点，这样的点往往并不是距离现有中心最远的点。直觉上最优解中心周围的
点会比较稠密，这样选取到最优解中心周围点的概率和很大，于是会以更高概率取得离最优解中心接近的点。该
算法的近似比期望为 8 log(𝑘)，时间复杂度为 𝑂 (𝑛𝑘𝑑).
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双准则近似算法

下面介绍的算法是上面算法的一个变种,很多时候我们并不确定需要将数据聚成多少类,如果我们允许返回多于
𝑘 个类，那么可以将 cost显著降低，对于原本 𝑘 聚类的算法能讲近似比改进到常数。

Algorithm 3 Bicriteria Approximation for K-means

初始化 𝐶 ← 𝑐1，𝑐1 为 𝑋 中随机选取的点
for 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑘, . . . , 16(𝑘 +

√
𝑘) do

𝑝(𝑥) ←
min1≤ℓ≤ 𝑗−1 |𝑥 − 𝑐ℓ |22

𝜙𝑋 (𝐶)
以概率 𝑝(𝑥)选取 𝑋 中点 𝑐 𝑗 放入 𝐶 中

end for
返回 𝐶

根据下面的定理，该算法将返回大于 𝑘 个类，但是会将近似比变成常数。如果我们记对于 𝑘 个类的最优解为
𝐶𝑜𝑝𝑡，那么 𝜙𝑋 (𝐶) ≤ 20𝜙𝑋 (𝐶𝑜𝑝𝑡 )以至少常数概率 (大概 3%)成立。

定理 2.5

♥

如果运行 K-means++ Sampling 𝑡 = 16(𝑘 +
√
𝑘) = Θ(𝑘) 步，令得到的集合为 S，则 𝜙𝑋 (𝑆) ≤ 20𝜙𝑋 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ) 以

常数概率成立

理论分析

为了证明上述定理，我们引入一些关键定义和引理。

基础定义 定义算法运行到第 𝑖 步时的类中心集合为 𝑆𝑖，初始集合 𝑆0 = ∅。在第 𝑖 步，我们将最优解导出的类
𝐴1, . . . , 𝐴𝑘 分为两种集合：

Good𝑖 = 𝐴 𝑗 | 𝜙𝐴 𝑗 (𝑆𝑖−1) ≤ 10𝜙𝐴 𝑗 (𝐶𝑜𝑝𝑡 )
Bad𝑖 = 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘 \ Good𝑖

如果存在某个时刻 𝑗，Bad 𝑗 = ∅，说明我们已经得到 10近似比的解。

关键引理
引理 2.3

♥

假设在第 𝑖步有两种事件：
𝐴 = 𝜙𝑋 (𝑆𝑖−1) ≤ 20𝜙𝑋 (𝐶𝑜𝑝𝑡 )
𝐵 = 𝑐𝑖 ∈ Bad𝑖（𝑐𝑖 为第 𝑖步采到的点）

那么 𝑃[𝐵 | 𝐴𝑐] ≥ 1
2。

该引理说明，如果当前解不满足要求（代价大于 20倍最优解），那么下一步采到坏类中的点的概率将大于 50%。
进一步，如果采样得到的点位于坏类，那么坏类的代价将大概率降低，从而很可能将坏类转变为好类
证明 集合 X 对于类中心 Si−1 的代价可以分为两部分,集合 G𝑜𝑜𝑑𝑖 对于类中心的代价和集合 B𝑎𝑑𝑖 对于类中心的
代价，即

𝜙𝑋 (𝑆𝑖−1) =
∑

𝐴 𝑗 ∈𝐺𝑜𝑜𝑑𝑖
𝜙𝐴 𝑗 (𝑆𝑖−1) +

∑
𝐴 𝑗 ∈𝐵𝑎𝑑𝑖

𝜙𝐴 𝑗 (𝑆𝑖−1).

由 Good集合的定义知：𝜙𝐴 𝑗 (𝑆𝑖−1) ≤ 10𝜙𝐴 𝑗 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ),
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于是有：
𝜙𝑋 (𝑆𝑖−1) ≤

∑
𝐴 𝑗 ∈𝐺𝑜𝑜𝑑𝑖

10𝜙𝐴 𝑗 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ) +
∑

𝐴 𝑗 ∈𝐵𝑎𝑑𝑖
𝜙𝐴 𝑗 (𝑆𝑖−1).

因为 𝜙𝑋 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ) =
∑

𝐴 𝑗
𝜙𝐴 𝑗 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ) ≥

∑
𝐴 𝑗 ∈𝐺𝑜𝑜𝑑𝑖 𝜙𝐴 𝑗 (𝐶𝑜𝑝𝑡 )

故
𝜙𝑋 (𝑆𝑖−1) ≤ 10𝜙𝑋 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ) +

∑
𝐴 𝑗 ∈𝐵𝑎𝑑𝑖

𝜙𝐴 𝑗 (𝑆𝑖−1).

由于 𝐴𝑐 意味着 𝜙𝑋 (𝑆𝑖−1) > 20𝜙𝑋 (𝐶𝑜𝑝𝑡 )，因此∑
𝐴 𝑗 ∈𝐵𝑎𝑑𝑖

𝜙𝐴 𝑗 (𝑆𝑖−1) ≥ 10𝜙𝑋 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ).

算法运行到第 i步时，算法在该步选择的点 ci ∈ B𝑎𝑑𝑖 的概率等于:

∑
𝐴 𝑗 ∈𝐵𝑎𝑑𝑖 𝜙𝐴 𝑗 (𝑆𝑖−1)
𝜙𝑋 (𝑆𝑖−1)

=

∑
𝐴 𝑗 ∈𝐵𝑎𝑑𝑖 𝜙𝐴 𝑗 (𝑆𝑖−1)∑

𝐴 𝑗 ∈𝐵𝑎𝑑𝑖 𝜙𝐴 𝑗 (𝑆𝑖−1) +
∑

𝐴 𝑗 ∈𝐺𝑜𝑜𝑑𝑖 𝜙𝐴 𝑗 (𝑆𝑖−1)

=
1

1 +
∑

𝐴𝑗 ∈𝐺𝑜𝑜𝑑𝑖
𝜙𝐴𝑗 (𝑆𝑖−1 )∑

𝐴𝑗 ∈𝐵𝑎𝑑𝑖
𝜙𝐴𝑗 (𝑆𝑖−1 )

≥ 50%

■

引理 2.4

♥
∀𝐴 𝑗 ∈ 𝐵𝑎𝑑𝑖 ,定义其平均半径 𝑟 =

√
1
|𝐴 𝑗 | 𝜙𝐴 𝑗 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ).同时定义 𝑑 = min𝑦∈𝑆𝑖−1



𝑦 − 𝜇(𝐴 𝑗 )

。那么我们有 𝑑 ≥ 3𝑟.

证明 对于任意一个 𝐴 𝑗 ∈ 𝐵𝑎𝑑𝑖 ,根据定义我们有 𝑑 = min𝑦∈𝑆𝑖−1 ‖𝑦 − 𝜇(𝐴 𝑗 )‖，并且

10 · 𝜙𝐴 𝑗 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ) < 𝜙𝐴 𝑗 (𝑆𝑖−1)

=
∑
𝑥∈𝐴 𝑗

min
𝑦∈𝑆𝑖−1

‖𝑥 − 𝑦‖22

≤
∑
𝑥∈𝐴 𝑗

‖𝑥 − 𝑦0‖22

= Φ𝐴 𝑗 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ) + |𝐴 𝑗 | · 𝑑2

整理上式即可得到 𝑑 ≥ 3𝑟。 ■

引理 2.5

♥

定义核心点集 𝐵𝐴 𝑗 (𝛼) = {𝑥 ∈ 𝐴 𝑗 |‖𝑥 − 𝜇(𝐴 𝑗 )‖ ≤ 𝛼 · 𝑟}，其中 0 ≤ 𝛼 ≤ 3。∀𝑏 ∈ 𝐵𝐴 𝑗 (𝛼), Φ𝐴 𝑗 (𝑆𝑖−1 ∪ {𝑏}) ≤
10 · Φ𝐴 𝑗 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ).

该引理说明，只要我们采到一个坏类的核心区域的点集，该类的代价就会小于 10倍的最优解，从而变成好类
证明 可以用 𝑏来替代 𝜇(𝐴 𝑗 )，可以得到

Φ𝐴 𝑗 (𝑆𝑖−1 ∪ {𝑏}) ≤ (1 + 𝛼2) · Φ𝐴 𝑗 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ) ≤ 10 · Φ𝐴 𝑗 (𝐶𝑜𝑝𝑡 )

这里利用到了引理2.2 ■

引理 2.6

♥
|𝐵𝐴 𝑗 (𝛼) | ≥ (1 − 1

𝛼2 ) |𝐴 𝑗 |

37



2.3 K-means聚类

证明

Φ𝐴 𝑗 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ) ≥
∑

𝑥∈𝐴 𝑗\𝐵(𝛼)
‖𝑥 − 𝜇(𝐴 𝑗 )‖2

≥ (|𝐴 𝑗 − |𝐵𝐴 𝑗 |) · (𝛼𝑟)2

= (1 −
|𝐵𝐴 𝑗 |
|𝐴 𝑗 |
) · 𝛼2 · Φ𝐴 𝑗 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ).

整理上式即可。 ■

引理 2.7

♥
假设 𝑥为通过 kmeans++采到的点，则 Pr[𝑥 ∈ 𝐵𝐴 𝑗 (𝛼) |𝐴 𝑗 ∈ 𝐵𝑎𝑑𝑖 , 𝑥 ∈ 𝐴 𝑗 ] =

Φ𝐵𝐴𝑗
(𝑆𝑖−1 )

Φ𝐴𝑗 (𝑆𝑖−1 ) ≥
(3−𝛼)2

10 · (1 − 1
𝛼2 )

该引理说明，如果我们采到坏类中的点，那么大概率会采到坏类核心区域的点
证明 由三角不等式，

Φ𝐵𝐴𝑗
(𝑆𝑖−1) ≥ |𝐵𝐴 𝑗 | · (𝑑 − 𝛼𝑟)2

除此之外，

Φ𝐴 𝑗 (𝑆𝑖−1) ≤
∑
𝑥∈𝐴 𝑗

‖𝑥 − 𝑦0‖2

≤
∑
𝑥∈𝐴 𝑗

‖𝑥 − 𝜇(𝐴 𝑗 )‖2 + |𝐴 𝑗 | · ‖𝜇(𝐴 𝑗 ) − 𝑦0‖2

≤ Φ𝐴 𝑗 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ) + |𝐴 𝑗 |·

≤ |𝐴 𝑗 | (𝑟2 + 𝑑2).

因此

Pr[𝑥 ∈ 𝐵𝐴 𝑗 (𝛼) |𝐴 𝑗 ∈ 𝐵𝑎𝑑𝑖 , 𝑥 ∈ 𝐴 𝑗 ] ≥
|𝐵𝐴 𝑗 | · (𝑑 − 𝛼𝑟)2

|𝐴 𝑗 | · (𝑟2 + 𝑑2)

≥ (𝑑 − 𝛼𝑟)
2

𝑟2 + 𝑑2 · (1 −
1
𝛼2 )

≥ (1 − 1
𝛼2 ) ·

(3 − 𝛼)2
10

■
通过上述引理，𝑆𝑖 = 𝑆𝑖−1 ∪ {𝑥}，令 𝛼 ≈ 1.44225，则 Pr[Φ𝐴 𝑗 ≤ 10Φ𝐴 𝑗 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ) |𝑥 ∈ 𝐴 𝑗 , 𝐴 𝑗 ∈ 𝐵𝑎𝑑𝑖] ≥ 0.126. (通过数
值计算得到)。
回到 𝛽 Giteria approximation的分析，通过引理 2.4和上述不等式，Pr[|𝐵𝑎𝑑𝑖−1 | < |𝐵𝑎𝑑𝑖 | | |𝐴𝑐] ≥ 0.063。这说明，
我们每采一个点，坏类的数量至少减一的概率大于 0.063。
定义一个随机变量序列 𝑞𝑖 , 𝑖 = 1, 2, · · ·

𝑞𝑖 = 1, if |𝐵𝑎𝑑𝑖+1 | = |𝐵𝑎𝑑𝑖 |

𝑞𝑖 = 0, if |𝐵𝑎𝑑𝑖+1 | < |𝐵𝑎𝑑𝑖 |

因此，Pr[𝑞𝑖 = 0|𝑞1, · · · , 𝑞𝑖−1] = 0.063 ≜ 𝑝 并且 𝐸 [𝑞𝑖 |𝑞1, · · · , 𝑞𝑖−1] = 1 − 𝑝. 令 𝐽𝑖 =
∑

1≤ 𝑗≤𝑖 (𝑞𝑖 − (1 − 𝑞)), 所以
𝐽𝑖+1 − 𝐽𝑖 ≤ 1。我们可以验证 𝐽𝑖 序列是一个上鞅

𝐸 [𝐽𝑖 |𝐽1, · · · , 𝐽𝑖−1] = 𝐸 [𝐽𝑖−1 + 𝑞𝑖 − (1 − 𝑝) |𝐽1, · · · , 𝐽𝑖−1] ≤ 𝐽𝑖−1

因此通过 Azuma不等式，
Pr[𝐽𝑡 ≥ 𝐽1 + 𝛿] ≤ 𝑒−

𝛿
2𝑡
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设置

𝑡 =
𝑘 +
√
𝑘

𝑝
< 16(𝑘 +

√
𝑘), 𝛿 =

√
𝑘

我们能得到

Pr[
𝑡∑
𝑖=1
(1 − 𝑞𝑖) ≥ 𝑘] ≥ 0.03

这说明至少以 0.03的概率，𝑡 时刻没有 Bad cluster。更一般地，设置 𝑡 = 𝑂 ( 𝑘𝜖 log( 1
𝜖 )) 即允许输出的类更多的时

候，我们能得到 (4 + 𝜖) 的近似比，比之前的 𝑞 · log(𝑘) 更好，当 𝑘 很大的时候。

2.3.3 双层近似的分析

上面的算法虽然有更强的近似比保证，但是它返回的类中心多于 k个。如果我们只想得到 k个类中心，不允许
多余，怎么办呢？一个显然的想法是，我们在运行 Bicriteria approximation for K-means算法后，对得到的中心再
进行一次 kmeans聚类，得到严格的 k个类中心。那么随之而来的一个问题是，这种双层近似的方法有怎样的性
能保证呢？下面我们来研究这个问题。

输入：点集 𝑋 ⊆ R𝑑

数据点云

算法 A：双准则近似
输出：|𝑆 | = 𝜆𝑘 个中心

保证：𝜙𝑋 (𝑆) ≤ 𝑐 · 𝜙𝑋 (𝐶𝑜𝑝𝑡 )

算法 B：K-means聚类
输入：中心点集合 𝑆
输出：|𝑂 | = 𝑘 个中心

保证：𝜙𝑆 (𝑂) ≤ 𝛽 · 𝜙𝑆 (𝑂𝑜𝑝𝑡 )

最终输出：𝑘 个类中心
联合保证：𝜙𝑋 (𝑂) ≤ [2𝑐 + (2𝑐 + 2) · 2𝛽] · 𝜙𝑋 (𝐶𝑜𝑝𝑡 )

原始数据

𝜆𝑘 个中心

最终 𝑘 个中心

图 2.4: 两种聚类方法的结合

假设我们有欧式空间上的一个点集 X，我们首先在 X上运行算法 A，得到 𝜆𝑘 个类中心 S，然后在 S上运行算法
B，得到 k个类中心，其中算法 A和 B的近似比分别为 c和 𝛽，即：

|𝑆 | = 𝜆𝑘, 𝜙𝑋 (𝑆) ≤ 𝑐𝜙𝑋 (𝐶𝑜𝑝𝑡 )

|𝑂 | = 𝑘, 𝜙𝑆 (𝑂) ≤ 𝛽𝜙𝑆 (𝑂𝑜𝑝𝑡 )

对于 X中的一个点 x,假设在 S集合中离他最近的点为 S(x)，在 O中离他最近的点为 O(x),并且在 O中，离 S(x)

最近的点为 O(S(x))

那么有
‖𝑥 −𝑂 (𝑥)‖2 ≤ ‖𝑥 −𝑂 (𝑆(𝑥))‖2 ≤ 2 ‖𝑥 − 𝑆(𝑥)‖2 + 2 ‖𝑆(𝑥) −𝑂 (𝑆(𝑥))‖2

两边求和有 𝜙𝑋 (𝑂) ≤ 2𝜙𝑋 (𝑆) + 2𝜙𝑆 (𝑂) = 2𝑐𝜙𝑋 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ) + 2𝛽𝜙𝑆 (𝑂𝑜𝑝𝑡 )
𝐶𝑜𝑝𝑡 是 S的一个可行解，那么有 𝜙𝑆 (𝑂𝑜𝑝𝑡 ) ≤ 𝜙𝑆 (𝐶𝑜𝑝𝑡 )
假设在 𝐶𝑜𝑝𝑡 中，离 S(x)最近的点为 C(S(x)),离 x最近的点为 C(x),那么有

‖𝑆(𝑥) − 𝐶 (𝑆(𝑥))‖2 ≤ ‖𝑆(𝑥) − 𝐶 (𝑥)‖2 ≤ 2 ‖𝑆(𝑥) − 𝑥‖2 + 2 ‖𝑥 − 𝐶 (𝑥)‖2
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两边求和有 𝜙𝑆 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ) ≤ 2𝜙𝑋 (𝑆) + 2𝜙𝑋 (𝐶𝑜𝑝𝑡 ) = (2𝑐 + 2)𝜙𝑋 (𝐶𝑜𝑝𝑡 )
综合上面三个不等式，我们有

𝜙𝑋 (𝑂) ≤ (2𝑐 + (2𝑐 + 2)2𝛽)𝜙𝑋 (𝐶𝑜𝑝𝑡 )

这也是直接使用这两个近似算法的联合近似比

2.4 Karger算法

2.4.1 图上的最小割

给定一个无向图 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 和边上的容量 𝑐 : 𝐸 → R≥0。一个割 (𝑆, 𝑇) 是顶点集 𝑉 的一个划分，其中 𝑆 ∪ 𝑇 = 𝑉

且 𝑆 ∩ 𝑇 = ∅。割的容量定义为：
𝑐(𝑆, 𝑇) =

∑
𝑢∈𝑆,𝑣∈𝑇

𝑐(𝑢, 𝑣)

其中，如果 (𝑢, 𝑣) ∉ 𝐸，则约定 𝑐(𝑢, 𝑣) = 0。
我们的问题是：找到一个割 (𝑆, 𝑇)，使得 𝑐(𝑆, 𝑇) 的值最小。

Karger的随机收缩算法

Karger算法[13]是一种随机化的方法，用于近似求解最小割问题。其核心思想是通过重复随机选择并收缩图中的
边，直到图中只剩下两个顶点为止。具体步骤如下：

1. 当图中顶点的数量超过 2个时，执行以下操作：
(a). 从边集 𝐸 中按照均匀分布随机选择一条边 (𝑢, 𝑣)。
(b). 将顶点 𝑢和 𝑣合并成一个新的顶点 𝑆𝑢,𝑣，并移除边 (𝑢, 𝑣)。
(c). 对于每条原来与 𝑢或 𝑣相连的边，例如 (𝑥, 𝑢)或 (𝑥, 𝑣)，将其替换为一条新的边 (𝑥, 𝑆𝑢,𝑣)，并赋以容量

𝒄(𝑥, 𝑢) + 𝑐(𝑥, 𝑣)。
2. 对得到的图重复上述步骤，直到图中只剩下 2个顶点 𝑆𝑋, 𝑆𝑋̄ 为止。
3. 最后，返回由这两个顶点定义的割 (𝑋, 𝑋̄)及其容量。

需要注意的是，每次运行该算法时，返回的割是随机的。

成功的概率

假设图 𝐺 的最小割的大小为 𝑘，即 min𝑆,𝑇 𝑐(𝑆, 𝑇) = 𝑘。我们希望分析 Karger算法能够成功找到这个最小割的概
率。
首先，图 𝐺 中至少有 𝑘 条边横跨最小割 (𝑆∗, 𝑇∗)。因为 𝐺 是一个无向图，每个顶点的度数必须至少为 𝑘。如果某
个顶点的度数小于 𝑘，那么以这个顶点为一侧的割的容量将小于 𝑘，这与 𝑘 是最小割大小的假设矛盾。因此，图
𝐺 的总边数满足 |𝐸 | ≥ 𝑘𝑛

2 ，其中 𝑛 = |𝑉 |是图中顶点的总数。
现在，我们分析算法在第一次收缩时的行为：此时，图中的边总数为 |𝐸 | ≥ 𝑘𝑛

2 。m横跨最小割 (𝑆∗, 𝑇∗)的边数恰
好为 𝑘。随机选择一条边时，选择一条横跨最小割的边的概率为：

Pr[选择的边横跨(𝑆∗, 𝑇∗)] = 𝑘

|𝐸 | ≤
𝑘
𝑘𝑛
2

=
2
𝑛

因此，选择一条不横跨最小割的边的概率至少为：

1 − 2
𝑛

接下来，考虑第二次收缩。此时，图中的顶点数变为 𝑛 − 1。由于每个顶点的度数仍然至少为 𝑘，边数虽然减少，
但总边数仍然满足 |𝐸 ′ | ≥ 𝑘 (𝑛−1)

2 。类似地，选择一条不横跨最小割的边的概率至少为：

1 − 2
𝑛 − 1
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以此类推，在算法的每次迭代中，顶点数逐渐减少。总体而言，算法成功找到最小割的概率（即在整个过程中从
未选择横跨最小割的边）可以表示为：

𝑛∏
𝑖=3

(
1 − 2

𝑖

)
我们计算这个乘积：

𝑛∏
𝑖=3

(
1 − 2

𝑖

)
=
(𝑛 − 2)(𝑛 − 3) · · · 3 · 2 · 1
𝑛(𝑛 − 1) (𝑛 − 2) (𝑛 − 3) · · · 3 =

(𝑛 − 2)!
𝑛!/(2 · 1) =

(𝑛 − 2)!
𝑛(𝑛−1) (𝑛−2)!

2

=
2

𝑛(𝑛 − 1)

因此，Karger算法单次运行成功找到最小割的概率至少为：
2

𝑛(𝑛 − 1)

这表明成功概率的量级为 Ω
(

1
𝑛2

)
。

改进成功概率

单次运行 Karger算法找到最小割的概率较低，仅为 Ω(1/𝑛2)。然而，我们可以通过多次独立运行该算法并从所
有运行结果中选择容量最小的割来显著提高成功概率。
具体来说：假设我们运行算法 𝑛2次。每次运行失败（即未找到最小割）的概率为：

1 − 2
𝑛(𝑛 − 1)

𝑛2次运行全部失败的概率为： (
1 − 2

𝑛(𝑛 − 1)

)𝑛2

因为 2
𝑛(𝑛−1) ≈

2
𝑛2（当 𝑛较大时），我们可以近似计算：(

1 − 2
𝑛(𝑛 − 1)

)𝑛2

≤
(
1 − 1

𝑛2

)𝑛2

根据不等式 1 − 𝑥 ≤ 𝑒−𝑥，我们有： (
1 − 1

𝑛2

)𝑛2

≤ 𝑒−
𝑛2
𝑛2 = 𝑒−1 ≈ 0.3679

因此，至少有一次运行成功的概率为：

1 −
(
1 − 2

𝑛(𝑛 − 1)

)𝑛2

≥ 1 − 𝑒−1 ≈ 0.6321

这意味着，通过运行 𝑛2 次 Karger算法，我们以超过 63%的概率能够找到最小割。通过运行 𝑂 (𝑛2) 次，成功概
率可以提升到一个常数级别。每次运行算法要进行 𝑛 − 1次边收缩,每次边收缩要用时 𝑂 (𝑛),总的算法复杂度为
𝑂 (𝑛4). 相当低效.

2.4.2 改进的 Karger-Stein算法

在上一节中，我们分析了 Karger-Stein算法的基本版本。现在，我们提出一个改进版本，通过更细致的递归调用
策略来进一步提高效率。

算法描述

改进的 Karger-Stein算法如下：
1. 如果图 𝐺 的顶点数 |𝑉 | ≤ 6，则使用暴力枚举法找到最小割
2. 否则：

(a). 设 𝑡 = d1 + |𝑉 |/
√

2e
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(b). 构造两个图 𝐺1和 𝐺2，每个都是通过将 𝐺 收缩到 𝑡 个顶点得到的
(c). 递归计算 𝐺1和 𝐺2的最小割
(d). 返回两个结果中较小的那个

运行时间分析

该算法的运行时间由以下递归关系给出：

𝑇 (𝑛) = 2𝑇
(⌈

1 + 𝑛
√

2

⌉)
+𝑂 (𝑛2)

我们可以使用主定理来分析这个递归关系。设收缩到 𝑡 个顶点需要 𝑂 (𝑛2)时间。

定理 2.6

♥
改进的 Karger-Stein算法的运行时间为 𝑂 (𝑛2 log 𝑛)。

证明 展开递归树：
第一层：2次调用 (生成两个子问题,分别关于 𝐺1和 𝐺2)，规模为 ≈ 𝑛/

√
2

第二层：4次调用 (𝐺𝑖 各自又需构造两个图)，规模为 ≈ 𝑛/2
第三层：8次调用，规模为 ≈ 𝑛/(2

√
2)

...

第 𝑘 层：2𝑘 次调用，规模为 ≈ 𝑛/((
√

2)𝑘)
递归在 𝑛/((

√
2)𝑘) ≤ 6时停止，解得 𝑘 ≈ 2 log 𝑛。

每层的总工作量为 𝑂 (𝑛2)，因为：

第𝑘层工作量 = 2𝑘 · 𝑂 ©­«
(

𝑛

(
√

2)𝑘

)2ª®¬ = 𝑂 (𝑛2)

总共有 𝑂 (log 𝑛) 层，因此总运行时间为 𝑂 (𝑛2 log 𝑛)。 ■

成功概率分析

首先是前 𝑛 − 𝑡 次收缩后保留最小割,然后是两个结果有至少一次成功,得到成功概率的递归关系为：

𝑃(𝑛) ≥ 1
2

(
1 −

(
1 − 𝑃

(⌈
1 + 𝑛
√

2

⌉))2
)

定理 2.7

♥
改进的 Karger-Stein算法找到最小割的成功概率为 Ω

(
1

log 𝑛

)
。

证明 我们通过归纳法证明 𝑃(𝑛) ≥ 1
𝑐 log 𝑛，其中 𝑐是适当选择的常数。

基例：对于小的 𝑛，可以直接计算。
归纳步骤：假设对于所有 𝑚 < 𝑛成立，则：
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2.4 Karger算法

𝑃(𝑛) ≥ 1
2
· ©­«1 −

(
1 − 1

𝑐 log(𝑛/
√

2)

)2ª®¬
≈ 1
𝑐(log 𝑛 − 0.5) (𝑎2 − 𝑏2 = (𝑎 + 𝑏) (𝑎 − 𝑏))

≥ 1
𝑐 log 𝑛

(当 𝑐足够大)

因此，通过选择足够大的 𝑐，可以满足归纳假设。 ■

进一步改进

通过运行算法 𝑂 (log 𝑛)次并取最佳结果，我们可以将成功概率提高到常数级别，同时保持 𝑂 (𝑛2 log2 𝑛)的总运行
时间。

推论 2.1

♥
存在一个 𝑂 (𝑛2 log2 𝑛)时间的随机算法，能以高常数概率找到图的最小割。
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第三章 降维

3.1 主成分分析

对于高维数据集，数据经常是非常稀疏的，一个合理的操作是将这些高维数据降为低纬数据。主流降维方
法的主要的有三种：主成分分析、随机投影、特征选取. 深度学习方法还包括流形学习和编码器.

从几何的角度来说，对于集合 𝑃 = {𝑝1, · · · , 𝑝𝑛} ⊂ 𝑅𝑑，我们期望找到一个 𝑘 (𝑘 � 𝑑)维的仿射子空间 𝐸，

𝑚𝑖𝑛

𝑛∑
𝑖=1
‖𝑝𝑖 − 𝜋(𝑝𝑖)‖22

其中 𝜋是 𝑅𝑑 到 𝐸 的投影。
从线性代数的角度讲，对于矩阵 𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑑 找到一个秩为 𝑘 的矩阵 𝐴𝑘 使得 ‖𝐴 − 𝐴𝑘 ‖𝐹 最小。其中 ‖𝑋 ‖𝐹 =√∑
𝑖, 𝑗 𝑋

2
𝑖 𝑗。

当 𝑘 = 0，我们要寻找的是一个点，由定义可知就是 𝑃的重心 𝜈(𝑃)。

定义 3.1

♣

重心（Centroid）：点集 {𝑃𝑖}的重心 𝐶 定义为所有点的平均位置：

𝐶 =
1
𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑃𝑖

仿射子空间（Affine Subspace）：一个 𝑘 维仿射子空间 𝑆可以表示为 𝑆 = 𝑣0 +𝑉，其中 𝑉 是一个过原
点的 𝑘 维向量子空间，而 𝑣0是一个平移向量。

当 𝑘 > 0, 𝜈(𝑃)应当还是在我们要寻找的子空间上：

命题 3.1

♠

给定一个点集 {𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑁 } ⊂ R𝑑，则到这些点距离平方和最小的 𝑘 维仿射子空间总是包含它们的重
心。

证明 我们的目标是找到一个 𝑘 维仿射子空间 𝑆 = 𝑣0 +𝑉 来最小化所有点到该子空间的距离平方和。这个距离平
方和可以表示为：

E(𝑣0, 𝑉) =
𝑁∑
𝑖=1

dist(𝑃𝑖 , 𝑆)2 =
𝑁∑
𝑖=1
‖proj𝑉⊥ (𝑃𝑖 − 𝑣0)‖2 (1)

其中，proj𝑉⊥ (·)表示向向量子空间 𝑉 的正交补空间 𝑉⊥ 的正交投影。
为了简化问题，我们首先将点集平移，使得重心位于原点。

1. 数据中心化：定义新的点集 𝑃′𝑖 = 𝑃𝑖 − 𝐶。新的点集的重心 𝐶′ 位于原点：

𝐶′ =
1
𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑃′𝑖 =
1
𝑁

𝑁∑
𝑖=1
(𝑃𝑖 − 𝐶) =

(
1
𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑃𝑖

)
− 𝐶 = 𝐶 − 𝐶 = 0

2. 最小化问题转换：现在，我们寻找一个过原点的 𝑘 维向量子空间 𝑉 和一个平移向量 𝑣′0 来最小化新点集
{𝑃′𝑖}到仿射子空间 𝑆′ = 𝑣′0 +𝑉 的距离平方和：

E(𝑣′0, 𝑉) =
𝑁∑
𝑖=1
‖proj𝑉⊥ (𝑃′𝑖 − 𝑣′0)‖2



3.1 主成分分析

3. 展开并化简目标函数：利用投影的线性性质 proj𝑉⊥ (𝐴 − 𝐵) = proj𝑉⊥ (𝐴) − proj𝑉⊥ (𝐵)，我们展开距离平方项：

E(𝑣′0, 𝑉) =
𝑁∑
𝑖=1
‖proj𝑉⊥ (𝑃′𝑖) − proj𝑉⊥ (𝑣′0)‖2

=
𝑁∑
𝑖=1

(
‖proj𝑉⊥ (𝑃′𝑖)‖2 − 2〈proj𝑉⊥ (𝑃′𝑖), proj𝑉⊥ (𝑣′0)〉 + ‖proj𝑉⊥ (𝑣′0)‖2

)
=

𝑁∑
𝑖=1
‖proj𝑉⊥ (𝑃′𝑖)‖2 − 2

〈
𝑁∑
𝑖=1

proj𝑉⊥ (𝑃′𝑖), proj𝑉⊥ (𝑣′0)
〉
+ 𝑁 ‖proj𝑉⊥ (𝑣′0)‖2

由于
∑𝑁
𝑖=1 𝑃

′
𝑖 = 0，我们可以得到：

𝑁∑
𝑖=1

proj𝑉⊥ (𝑃′𝑖) = proj𝑉⊥

(
𝑁∑
𝑖=1

𝑃′𝑖

)
= proj𝑉⊥ (0) = 0

因此，中间项为零。目标函数简化为：

E(𝑣′0, 𝑉) =
𝑁∑
𝑖=1
‖proj𝑉⊥ (𝑃′𝑖)‖2 + 𝑁 ‖proj𝑉⊥ (𝑣′0)‖2 (2)

4. 最小化：表达式 (2)的第一项
∑𝑁
𝑖=1 ‖proj𝑉⊥ (𝑃′𝑖)‖2仅依赖于向量子空间 𝑉 的方向，与平移向量 𝑣′0无关。为

了最小化 E(𝑣′0, 𝑉)，我们需要将第二项 𝑁 ‖proj𝑉⊥ (𝑣′0)‖2 最小化。由于该项是非负的，其最小值为 0。这要
求：

proj𝑉⊥ (𝑣′0) = 0

这意味着平移向量 𝑣′0必须位于向量子空间 𝑉 内。
5. 结论：我们已经证明，对于中心化后的点集，最优的仿射子空间 𝑆′ 必须是过原点的（即 𝑆′ = 𝑉），因为平
移向量 𝑣′0 必须在 𝑉 中。由于原始仿射子空间 𝑆 与平移后的仿射子空间 𝑆′ 之间存在关系 𝑆′ = 𝑆 − 𝐶，即
𝑣′0 +𝑉 = (𝑣0 +𝑉) −𝐶 = (𝑣0 −𝐶) +𝑉。因此，𝑣′0 = 𝑣0 −𝐶 必须在 𝑉 中。这等价于 𝑣0 = 𝐶 + 𝑣𝑉 的形式，其中
𝑣𝑉 ∈ 𝑉。所以，最优仿射子空间的形式为 𝑆 = (𝐶 + 𝑣𝑉 ) +𝑉 = 𝐶 +𝑉。
由于重心 𝐶 属于 𝐶 +𝑉（当 𝑣𝑉 取零向量时），因此最优的仿射子空间总是包含重心 𝐶。 ■

3.1.1 奇异值分解（Singular Value Decomposition）

根据上边的表述，我们可以把 PCA的核心思想表述为：能否找到更小的一组基底，使之能尽可能好地重新
代表原数据？为了严格地解决这个问题，我们引入奇异值分解技术。X为 𝑛 × 𝑚矩阵，X𝑇X秩为 𝑟 ,接下来我们
定义相关的量：

{v̂1, v̂2, . . . , v̂𝑟 }是 X𝑇X一族正交的 𝑚 × 1特征向量，对应特征值 {𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑟 }.即

(X𝑇X)v̂𝑖 = 𝜆𝑖 v̂𝑖 .

𝜎𝑖 ≡
√
𝜆𝑖 正实数特征值.

{û1, û2, . . . , û𝑟 }是一族 𝑛 × 1向量，满足ûi ≡ 1
𝜎i

Xv̂i.

ûi · ûj =

{
1 如果 𝑖 = 𝑗

0 otherwise
‖Xv̂i‖ = 𝜎𝑖
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3.1 主成分分析

我们的目标是构造如下的对角矩阵 Σ.

Σ ≡



𝜎1̃
. . . 0

𝜎𝑟

0

0 . . .

0


其中 𝜎1̃ ≥ 𝜎2̃ ≥ . . . ≥ 𝜎𝑟是由大到小排列的奇异值. 我们需要构造正交矩阵

V =
[
v̂1̃ v̂2̃ . . . v̂m̃

]
U =

[
û1̃ û2̃ . . . ûñ

]
此处增补了 (𝑚 − 𝑟) 和 (𝑛 − 𝑟)个正交基来使 V和 U为方阵。满足

X = UΣV𝑇 (3.1)

根据需求，可以发现如下奇异值分解矩阵 𝑋 的算法：
1. 计算 𝑋𝑋> 的特征值和特征向量，用单位化的特征向量构成𝑈.

2. 计算 𝑋>𝑋 的特征值和特征向量，用单位化的特征向量构成 𝑉 .

3. 将 𝑋𝑋> 的特征值开方，得到 Σ.

当然，因为计算 𝑋𝑋> 的开销可能很大，这个算法不是实践中使用的算法。此外，在固定了 Σ 对角元的排序后，
奇异值分解是唯一的。

3.1.2 主成分分析

回顾我们的设定，原始数据可以写成 𝑋 ∈ R𝑛×𝑑，𝑛是样本个数，𝑑是特征维数。假设我们之前假设的 k维子
空间 𝐸 有一组标准正交基 𝑣1, 𝑣2, · · · , 𝑣𝑘，并将它扩展到 𝑑 维全空间，那么对于任意的向量 𝑎，

‖𝑎 − proj𝐸 (𝑎)‖2 = ‖
𝑑∑
1
𝑣 𝑗 〈𝑎, 𝑣 𝑗〉 −

𝑘∑
1
𝑣 𝑗 〈𝑎, 𝑣 𝑗〉‖2 =

𝑑∑
𝑘+1
〈𝑎, 𝑣 𝑗〉2

我们希望子空间 𝐸 对全部数据 𝑋 带来最小的均方损失，由上式可知：损失函数为
∑𝑛
𝑖=1 ‖𝑝𝑖 − 𝜋(𝑝𝑖)‖22 = ‖𝑋𝑉 −

𝑋𝑉𝑘 ‖2𝐹 = ‖𝑋𝑊 ‖2𝐹，其中 𝑉𝑘 是一个后 𝑑 − 𝑘 列均为 0 的列正交矩阵，𝑊 是一个 𝑑 × 𝑘 的列正交矩阵。实际上，
(𝑉𝑘 [1 : 𝑘],𝑊) = (𝑣1, · · · , 𝑣𝑑) =: 𝑉.所以问题转化为：

min
𝑉𝑘 ∈R𝑑×𝑘

− ‖𝑋𝑉𝑘 ‖2𝐹

𝑠.𝑡. 𝑉>𝑘 𝑉𝑘 = 𝑰𝑘

用 𝑣1, · · · , 𝑣𝑘 对应奇异值分解的右乘方阵 𝑉 的前 𝑘 列，构造拉格朗日函数：

L(𝑣𝑖 , 𝜆) = 𝑣>𝑖 𝑋>𝑋𝑣𝑖 − 𝜆(𝑣>𝑖 𝑣𝑖 − 1)

对 𝑣𝑖 求导并令导数为零：

∇𝑣𝑖L = 2𝑋>𝑋𝑣𝑖 − 2𝜆𝑣𝑖 = 0

整理得：

𝑋>𝑋𝑣𝑖 = 𝜆𝑣𝑖

因此，𝑣𝑖 是协方差矩阵 𝑋>𝑋 的特征向量，𝜆是对应的特征值。我们选择最大的特征值对应的特征向量作为
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3.2 JL变换

第一主成分，依此类推。
主成分分析有一些缺点，包括：

1. 复杂度高。基于 QR分解的奇异值分解有复杂度 𝑂 (𝑛𝑑2).
2. 作用于矩阵，数值稳定性在维度高时难以保障。
3. 对数据多次读取，不适合流数据和分布式计算，还有隐私泄露的问题。

3.1.3 相关研究

低秩近似

定理 3.1 (Eckart–Young–Mirsky)

♥

对 𝑋 ∈ R𝑛×𝑑，minrank(Xk )≤k‖𝑋 − 𝑋𝑘 ‖仅在 𝑋𝑘 =
∑𝑘

1 𝜎𝑖 𝑢̂𝑖 𝑣̂𝑖>时取到。此处的范数可以为谱范数或 Frobenius

范数，𝜎1, · · · , 𝜎𝑑 是 𝑋 从大到小排列的奇异值，𝑢̂𝑖 , 𝑣̂ 𝑗 分别代表𝑈,𝑉 的第 𝑖和第 𝑗 列。

此外，一些基于采样的随机算法也被开发出来，参考[1].

非负矩阵分解

对非负矩阵 𝑀 ∈ R𝑛×𝑚,求解

min
𝐴,𝑊≥0

‖𝐴𝑊 − 𝑀 ‖𝐹

𝑠.𝑡. 𝐴 ∈ R𝑛×𝑟 ,𝑊 ∈ R𝑟×𝑚.

举例 3.1 𝑀 可以表示 𝑚 个 𝑛 维数据，𝐴 表示 𝑟 个基向量，𝑊 表示这些基向量的凸组合。
推荐系统曾经广泛采用这种算法。求精确解的复杂度为 𝑂 (𝑚𝑛𝑂 (𝑟2 ) )，同样是 𝑁𝑃完全问题。

3.2 JL变换

Johnson-Lindenstrauss（JL）变换是一种用于高维数据的降维技术。其基本思想是将高维数据投影到一个低
维的欧氏空间，同时保持数据点之间的距离。

3.2.1 JL引理

定理 3.2 (JL引理)

♥

对于任意给定的 𝜖 ∈ (0, 1) 和 𝑃 ⊂ R𝑑 , |P| = 𝑛 ∈ N，存在一个映射 𝑓 : R𝑑 → R𝑘，其中 𝑘 = 𝑂 ( 1
𝜖 2 log 𝑛)，使

得对于任意两个向量 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃,有

(1 − 𝜖) | |𝑥 − 𝑦 | |2 ≤ || 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) | |2 ≤ (1 + 𝜖) | |𝑥 − 𝑦 | |2 (3.2)

这个引理的含义是，对于任意的两个向量 𝑥, 𝑦，在映射后的空间中，它们的距离与原空间中的距离保持在
(1 − 𝜖, 1 + 𝜖)的范围内。换句话说， 𝑓 尽量模仿了刚体变换，因为刚体变换就是保距变换[2],即式(3.2)在 𝜖 = 0的
情形.

定义 3.2 (JL变换)

构造一个矩阵 B ∈ R𝑘×𝑑

𝑓 (𝑢) = B · 𝑢 (3.3)
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♣
如果 𝑓 满足 JL引理中的条件，那么称 B为 JL变换。

很自然的，我们需要考虑如何构造这样的矩阵 B.

3.2.2 构造 JL变换的方法

一种简单的构造方法是，通过高斯分布进行构造：B = 1√
𝑘
· A，其中 𝑎𝑖 𝑗 ∼ 𝑁 (0, 1)

现在我们需要证明的是，这样构造的 B是一个 JL变换。注意到矩阵计算的性质，实际上证明 JL引理成立
仅需要证明对于 ∀𝑥 ∈ X，有：

(1 − 𝜖) | |𝑥 | |2 ≤ ||B · 𝑥 | |2 ≤ (1 + 𝜖) | |𝑥 | |2 (3.4)

其中 X中的元素集合 P元素的点对组合，|X| =
(𝑛
2
)
我们可以考虑证明对某一个 x作证明，然后通过 union bound

的技术推广到整个集合。
𝑦 = 1√

𝑘
A · 𝑥，因为随机矩阵 B的引入，𝑦是一个随机变量，自然的，我们应当考虑他的性质，比如 𝐸 [𝑦𝑇 𝑦]。

引理 3.1

♥
𝐸 [‖𝑦‖2] = ‖𝑥‖2

证明

𝐴 =



𝐴1

𝐴2
...

𝐴𝑘


𝐸 [‖𝑦‖2] = 1

𝑘
𝐸 [

𝑘∑
𝑗=1
(𝐴 𝑗𝑥)2]

=
1
𝑘

𝑘∑
𝑗=1

𝐸 [(𝐴 𝑗𝑥)2]

=
1
𝑘

𝑘∑
𝑗=1

𝐸 [
𝑑∑
𝑖=1
(𝐴 𝑗𝑖𝑥𝑖)2]

=
1
𝑘

𝑘∑
𝑗=1

𝐸 [
𝑑∑
𝑖/𝑖′

𝐴 𝑗𝑖𝐴 𝑗𝑖′𝑥𝑖𝑥𝑖′ ]

∀𝑖 ≠ 𝑖′ 𝐸 [𝐴 𝑗𝑖𝐴 𝑗𝑖′ ] = 𝐸 [𝐴 𝑗𝑖]𝐸 [𝐴 𝑗𝑖′ ] = 0 (独立性)

⇒ 𝐸 [(𝐴 𝑗𝑥)2] =
𝑑∑
𝑖=1

𝐸 [𝐴2
𝑗𝑖𝑥

2
𝑖 ]

=
𝑑∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖

∴ 𝐸 [‖𝑦‖2] = ‖𝑥‖2

■
仅仅期望，是不够的，当然，我们可以通过根据期望相关的不等式得到一些相对粗糙的结论，不在此赘述。

我们考虑 Prob
[
‖𝑦‖2 ≥ (1 + 𝜖)‖𝑥‖2

]
，此即 Jl引理的右半边形式。

简单化简，Prob内的公式可化为：
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‖𝐴𝑥‖2
‖𝑥‖2

≥ (1 + 𝜖)𝑘

考虑左边：

‖𝐴𝑥‖2
‖𝑥‖2

=
𝑘∑
𝑗=1

(𝐴 𝑗 · 𝑥)2

‖𝑥‖2

=
𝑘∑
𝑗=1

𝑧2𝑗 (𝑧 𝑗 =
𝐴 𝑗 · 𝑥
‖𝑥‖ =

𝑑∑
𝑖=1

𝐴 𝑗𝑖
𝑥

‖𝑥‖ )

注意到 𝑧 𝑗 ∼ 𝑁 (0, 1)，因此我们考虑 Prob
[∑𝑘

𝑗=1 𝑧
2
𝑗 ≥ (1 + 𝜖)𝑘

]
Prob


𝑘∑
𝑗=1

𝑧2𝑗 ≥ (1 + 𝜖)𝑘
 = Prob

𝑒𝑥𝑝(𝜆
𝑘∑
𝑗=1

𝑧2𝑗 ) ≥ 𝑒𝑥𝑝(𝜆(1 + 𝜖)𝑘)


≤ 1
𝑒𝑥𝑝(𝜆(1 + 𝜖)𝑘) 𝐸

𝑒𝑥𝑝(𝜆
𝑘∑
𝑗=1

𝑧2𝑗 )
 (𝑀𝑎𝑟𝑘𝑜𝑣𝐼𝑛𝑒𝑞𝑢𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦)

=
1

𝑒𝑥𝑝(𝜆(1 + 𝜖)𝑘)

𝑘∏
𝑗=1
𝐸

[
𝑒𝑥𝑝(𝜆𝑧2𝑗 )

]
=

1
𝑒𝑥𝑝(𝜆(1 + 𝜖)𝑘)

𝑘∏
𝑗=1

1
√

1 − 2𝜆
(𝑧2𝑗 ∼ 𝜒2 (1)矩母函数)

=
1

𝑒𝑥𝑝(𝜆(1 + 𝜖)𝑘)
1

(1 − 2𝜆)𝑘/2

= ((1 + 𝜖)𝑒−𝜖 )𝑘/2 (let 𝜆 =
𝜖

2(1 + 𝜖) )

≤ 𝑒− 𝑘
4 (𝜖 2−𝜖 3 )

对于另一边不等式，我们有类似的推导，最终得到：

Prob
[
‖𝑦‖2 ≥ (1 + 𝜖)‖𝑥‖2

]
≤ 𝑒− 𝑘

4 (𝜖 2−𝜖 3 )

Prob
[
‖𝑦‖2 ≤ (1 − 𝜖)‖𝑥‖2

]
≤ 𝑒− 𝑘

4 (𝜖 2+𝜖 3 )

⇒ Prob
[
‖𝑦‖2 ∈ (1 ± 𝜖)‖𝑥‖2

]
≥ 1 − 2𝑒−

𝑘
4 (𝜖 2−𝜖 3 )

一共有
(𝑛
2
)
= Θ(𝑛2)个点对，我们可以通过 union bound的技术，若要得到常数概率，我们需要 𝑘 = Θ( 1

𝜖 2 log 𝑛)
即可，通过反解下式得到。

𝑒−
𝑘
4 (𝜖 2−𝜖 3 ) = Θ( 1

𝑛2 )

注关于概率的一些结算，请牢记证明中引入的随机变量是 𝐴 = (𝐴𝑖 𝑗 )，一切随机性由其得到。
注Key idea:

‖𝑦‖2 = 𝑦2
1 + 𝑦2

2 + · · · + 𝑦2
𝑘

=
1
𝑘
((𝐴1𝑥)2 + (𝐴2𝑥)2 + · · · + (𝐴𝑘𝑥)2) (每一项都是对‖𝑥‖2的估计)

𝐴1𝑥 = 𝐴11𝑥1 + 𝐴12𝑥2 + · · · + 𝐴1𝑑𝑥𝑑

不妨假设𝑥是单位向量，那么(𝐴1𝑥)2以一定概率接近 1即可
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3.2 JL变换

3.2.3 JL变换 v.s. PCA

表 3.1: JL变换 v.s. PCA

JL变换 PCA
Runnning time Θ(𝑛𝑑 log𝑛

𝜖 2 ) Θ(𝑛𝑑2)
Data Data Oblivious(可应用于流数据，并行) Data Dependent

注这里的 JL变换时间复杂度中，n来自于对于 n个数据点依次进行 JL变换，但理论上，我们不需要知道所有
点就可以进行 JL变换，但 PCA做不到这一点，PCA需要对 n个数据点一起处理。这也是所谓 Data Oblivious的
意思。

3.2.4 其他 JL变换

基于 Gaussian的矩阵 A是稠密的，如果我们想要一个稀疏的随机矩阵，是否有办法呢？答案是肯定的。事
实上，有一些别的构造方法，不依赖于 Gaussian。例如：

𝐴𝑖 𝑗 =


+1 ∼ 50%

−1 ∼ 50%
𝐴𝑖 𝑗 =

√
3


+1 ∼ 1/6

0 ∼ 2/3

−1 ∼ 1/6

虽然严格而言上述构造仍然不稀疏，但在计算上可以节省时间。可参考[3].

3.2.5 Fast JL变换

回到我们的问题，我们希望有这样一个 JL 变换 𝑥 → 𝐴𝑥，我们希望 A 是一个低维稀疏矩阵，但同时希望
‖𝐴𝑥‖2 与 ‖𝑥‖2 大概率接近。这样就可以节约计算开销。但如果 𝐴就是一个低维稀疏矩阵，那么可以证明，当 𝑥

的坐标分布非常不平衡时（少数坐标的取值占比太大），有很大概率无法保距。具体来说，有如下观察：

命题 3.2

♠

对于给定的 𝑦 ∈ R𝑑 with ‖𝑦‖2 = 1，

‖𝑦‖∞ ≤ 𝜆 =

√
2 ln(4𝑑/𝛿)

𝑑
.

令 𝐴为 𝑡 × 𝑑 采样矩阵，𝑡 = 2 ln(4𝑑/𝛿)2 ln(4/𝜖)/𝜖2. 则 Pr
[
‖𝐴𝑦‖22 ∉ (1 − 𝜖, 1 + 𝜖)

]
≤ 𝛿/2.

[4]通过矩阵旋转来实现矩阵的稀疏化。

构造方法

Φ = P ·H · D

P:

𝑃 ∈ R𝑘×𝑑 , 𝑝𝑖 𝑗 =


𝑁 (0, 1

𝑞
) ∼ 𝑞

0 ∼ 1 − 𝑞
, 𝑞 = 𝑚𝑖𝑛{Θ( log2𝑛

𝑑
), 1}

可以计算 P的稀疏程度：
#{non-zero of P} = 𝑘 · 𝑑 · 𝑞 = 𝑘log2𝑛 � 𝑘𝑑
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H:

𝐻 ∈ R𝑑×𝑑 : H是归一化的 Hadamard矩阵

Hadamard矩阵的维度是 2的幂次方，对于 2𝑘−1 < 𝑑 < 2𝑘，将剩余维度补 0即可。Hadamard矩阵满足 𝐻𝑇𝑑𝐻𝑑 = 𝑑𝐼，
即 Hadamard矩阵是正交矩阵。使用归一化的 Hadamard矩阵后 𝐻𝑇𝐻 = 𝐼.

Hadamard矩阵满足递推关系：

𝐻2𝑘 =

[
𝐻2𝑘−1 𝐻2𝑘−1

𝐻2𝑘−1 −𝐻2𝑘−1

]
, 𝐻 =

1
√
𝑑
𝐻𝑑

根据该递推式的性质，Hadamard矩阵乘法可以进行加速：

𝑥 =

[
𝑥1

𝑥2

]
, 𝑥1, 𝑥2 ∈ R𝑑/2, 𝐻𝑥 =

1
√
𝑑

[
𝐻𝑑/2 · 𝑥1 + 𝐻𝑑/2 · 𝑥2

𝐻𝑑/2 · 𝑥1 − 𝐻𝑑/2 · 𝑥2

]
𝑇 (𝑑) = 2𝑇 (𝑑/2) + Θ(𝑑) ⇒ 𝑇 (𝑑) = Θ(𝑑 log 𝑑)

初次之外，Hadamard矩阵的每一项的绝对值都为 1。以上三条性质 (正交、计算高效、绝对值相等)都是选
择它的原因。D是一个对角方阵，只有在对角线上的元素有非零值，且是 ±1，满足：

𝐷 ∈ R𝑑×𝑑 , 𝐷𝑖𝑖 =


+ 1 ∼ 0.5

− 1 ∼ 0.5

启发性展示

Fast JL 变换的证明较为复杂，相关内容的证明可以参考[5], 作者之一 B. Chazelle 的另一个天才工作是解决
了欧氏空间最小生成树的线性算法[6]. 我们在此给出一些启发性的说明，并进行计算复杂度分析。

Fast JL变换构造的变换中，可以分为两部分：P和 (H · D)。前者的构造和 n有关，而后者与 n无关，其计
算可以通过预处理得到。

𝑃 的作用和前文中的 A一致，可以证明，如果 x比较“均匀”，那么无须经过 𝐻𝐷 连乘。相应的，反例就
是 x向量的多数维度，比如 d-1个维度都为 0，只有一个维度非零，那么此时 P的多数变量未参与计算（有效的
估计数变少），这是我们不希望的。而 𝐻𝐷 的作用就是让 x以较大概率变得稠密（无论其原本是稀疏还是稠密），
因此两者结合，会取得较好的效果。具体来说，可以证明

定理 3.3

♥

对于一个大小为 𝑛的单位向量集合 𝑋，

max
𝑥∈𝑋
| |𝐻𝐷𝑥 | |∞ = 𝑂 (

√
log 𝑛
𝑑
)

以常数概率成立。

计算复杂度如下，注意，最外的 n 同样是对于 n 个点应用变换导致的。Θ(𝑑 log 𝑑) 来自于 (H · D) 的计算，
Θ( |𝑃 |) 来自于 P · (∗) 的计算，|P|指矩阵 P的非零元素个数。Θ̃表示忽略次线性项中的指数项。

𝑇 (𝑑, 𝑛) = (Θ(𝑑 log 𝑑) + Θ( |P|))𝑛

= Θ(𝑑 log 𝑑 + 𝑘 · 𝑑 · 𝑞) · 𝑛

= Θ(𝑑 log 𝑑 + log3 𝑛

𝜖2 ) · 𝑛

= Θ̃(𝑑 + 1
𝜖2 )𝑛

相比于先前 JL变换的复杂度 Θ( 𝑛𝑑
𝜖 2 log 𝑛) = Θ̃( 𝑑

𝜖 2 )𝑛，有显著的加速效果。
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3.3 JL变换的应用

本节介绍 JL变换的一些应用场景。

3.3.1 JL变换结合 𝑘-means

回顾 𝑘-means问题，其输入是 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} ⊂ R𝑑，目标为寻找最优的 𝑘 个类中心 𝐶 = {𝑐1, . . . , 𝑐𝑘} ⊂ R𝑑，
将每个 𝑥𝑖 归类于其最近的中心点 𝑐 𝑗，使得所有数据点到类中心的距离平方和最小，即

cost(𝑥, 𝐶) = min
𝑐∈𝐶
| |𝑥 − 𝑐 | |2

cost(𝑋,𝐶) =
∑
𝑥∈𝑋

cost(𝑥, 𝐶)

𝐶∗ = arg min
|𝐶 |=𝑘,𝐶⊂R𝑑

cost(𝑋,𝐶)

𝑘-means问题众多经典的求解方法，如 Lloyd算法，𝑘-means++算法等，均需要计算点对之间的距离，该过
程和维度 𝑑 线性相关，直接导致了总体时间复杂度中和 𝑑 的线性依赖关系。当处理高维数据时，一个自然的想
法是先对数据进行降维再来求解后续的优化问题。对于 𝑘-means问题，我们可以证明如下结论：

定理 3.4

♥

给定 𝑘-means问题的输入 𝑋 ⊂ R𝑑，利用 JL变换 𝑓 : R𝑑 → R𝑚 将 𝑋 降维成 𝑋 ′，其中 𝑚 = Θ( log 𝑛
𝜖 2 )。考虑

在 𝑋 ′ 上的任意一个 𝜆-近似比的聚类结果 {𝐶1, . . . , 𝐶𝑘}，令 𝐶−1
𝑖 = { 𝑓 −1 (𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐶𝑖}，那么 {𝐶−1

1 , . . . , 𝐶−1
𝑘 }

是 𝑋 的 1+𝜖
1−𝜖 𝜆-近似比的聚类结果。

注对于一个最小化的优化问题 P，对应的最优解为 𝑋opt。如果某个解满足 cost(𝑋) ≤ 𝜆 · cost(𝑋opt)，那么我们说
𝑋 是问题 P 的一个 𝜆-近似比的解。
定理 3.4为我们利用 JL变换先做数据降维再求解 𝑘-means的想法提供了理论保证，它说明在降维后的数据

上求解得到的聚类结果，逆变换为原空间后，同样是不错的选择。为了证明该定理，我们先介绍一个基础的结论

命题 3.3

♠

∀ 𝑄 ⊂ R𝑑，令 𝜇(𝑄) = 1
|𝑄 |

∑
𝑞∈𝑄 𝑞，有∑

𝑞∈𝑄
| |𝑞 − 𝜇(𝑄) | |2 =

1
2|𝑄 |

∑
𝑞𝑖

∑
𝑞 𝑗

| |𝑞𝑖 − 𝑞 𝑗 | |2

证明 ∑
𝑞 𝑗

| |𝑞𝑖 − 𝑞 𝑗 | |2 =
∑
𝑞 𝑗

| |𝑞 𝑗 − 𝜇(𝑄) | |2 + |𝑄 | · | |𝜇(𝑄) − 𝑞𝑖 | |2

⇒
∑
𝑞𝑖

∑
𝑞 𝑗

| |𝑞𝑖 − 𝑞 𝑗 | |2 = |𝑄 |
∑
𝑞 𝑗

| |𝑞 𝑗 − 𝜇(𝑄) | |2 + |𝑄 |
∑
𝑞𝑖

| |𝜇(𝑄) − 𝑞𝑖 | |2

⇒
∑
𝑞∈𝑄
| |𝑞 − 𝜇(𝑄) | |2 =

1
2|𝑄 |

∑
𝑞𝑖

∑
𝑞 𝑗

| |𝑞𝑖 − 𝑞 𝑗 | |2

■
上述结论说明点集到其重心的距离平方和，与点集内部所有点对之间的距离平方和有关。我们接下来证明

定理 3.4:

证明 (定理 3.4)对任意点集 𝑄，令 Γ(𝑄) = 1
2 |𝑄 |

∑
𝑞𝑖

∑
𝑞 𝑗
| |𝑞𝑖 − 𝑞 𝑗 | |2。记 𝑋 ′中归类于 𝑐𝑖 的点的集合为 𝐶𝑖，𝑋 中归

类于 𝑓 −1 (𝑐𝑖) 的点的集合为 𝐶−1
𝑖 。由 ?? 3.3可知

∑
𝑥∈𝐶−1

𝑖
| |𝑥 − 𝜇(𝐶−1

𝑖 ) | |2 = Γ(𝐶−1
𝑖 )。因此，C−1 = {𝐶−1

𝑖 , . . . , 𝐶−1
𝑘 }

对应的损失
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3.3 JL变换的应用

cost(C−1) =
𝑘∑
𝑖=1

Γ(𝐶−1
𝑖 )

同时，由于 𝑋 ′ 是由 𝑋 经过 JL变换而来，因此

Γ(𝐶−1
𝑖 ) ∈ (

1
1 + 𝜖 ,

1
1 − 𝜖 ) · Γ(𝐶𝑖)

cost(C−1) ∈ ( 1
1 + 𝜖 ,

1
1 − 𝜖 ) ·

𝑘∑
𝑖=1

Γ(𝐶𝑖)

假设 𝑋 上的最优聚类划分为U = {𝑈1, . . . ,𝑈𝑘}，令𝑈′𝑖 = { 𝑓 (𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑈𝑖}，则

𝑘∑
𝑖=1

Γ(𝑈′𝑖 ) ∈ (1 ± 𝜖)
𝑘∑
𝑖=1

Γ(𝑈𝑖)

由于 C = {𝐶1, . . . , 𝐶𝑘}是 𝑋 ′ 上的 𝜆-近似比的聚类结果，所以

cost(C−1) ≤ 1
1 − 𝜖

𝑘∑
𝑖=1

Γ(𝐶𝑖) ≤
𝜆

1 − 𝜖

𝑘∑
𝑖=1

Γ(𝑈′𝑖 ) ≤
1 + 𝜖
1 − 𝜖 𝜆

𝑘∑
𝑖=1

Γ(𝑈𝑖)

■
在上述证明中，JL变换后的维度为 Θ( log 𝑛

𝜖 2 )，所以我们可以以很大概率保证所有点对的距离都变化不大，从
而完成整体推导。但实际上，𝑘-means的需求是弱于这个前提的，它仅需要每个类内部的点对平方和变化不大。
从该角度来看，我们指定投影后的维度为 Θ( log 𝑛

𝜖 2 )其实是稍微有点强了，这个维度直觉上可以更低。

3.3.2 降维视角下的 𝑘-means

定义 3.3 (聚类指示矩阵)

♣

给定数据输入 𝑋 ∈ R𝑛×𝑑，考虑其一个聚类划分 C，定义聚类指示矩阵（cluster indicator matrix）为 𝐼C ∈ R𝑛×𝑑，
满足

𝐼C (𝑖, 𝑗) =


1√
|𝐶 𝑗 |

𝑥𝑖 ∈ 𝐶 𝑗

0 𝑥𝑖 ∉ 𝐶 𝑗

举例 3.2考虑 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6}，它们分别属于聚类 2，1，1，3，2，1，那么

𝐼C =

©­­­­­­­­­­­­«

0 1√
2

0
1√
3

0 0
1√
3

0 0

0 0 1
0 1√

2
0

1√
3

0 0

ª®®®®®®®®®®®®¬
根据 𝐼C 的定义，我们容易发现它的 𝑘 个列向量是单位正交的。更进一步，我们有如下关系：

命题 3.4

♠

令 cost(C) 表示聚类划分 C对应的 𝑘-means损失，那么

| |𝑋 − 𝐼C 𝐼𝑇C𝑋 | |2𝐹 = cost(C)
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3.3 JL变换的应用

证明

𝐼𝑇C𝑋 =

©­­­­­«
...

1√
|𝐶𝑖 |

∑
𝑥∈𝐶𝑖

𝑥

...

ª®®®®®¬𝑘×𝑑
=

©­­­­«
...√

|𝐶𝑖 |𝜇(𝐶𝑖)
...

ª®®®®¬𝑘×𝑑
考虑 𝑥 ∈ 𝐶𝑖，令 𝑐(𝑥) = 𝜇(𝐶𝑖)，则

𝐼C 𝐼
𝑇
C𝑋 =

©­­­«
𝑐(𝑥1)
...

𝑐(𝑥𝑛)

ª®®®¬𝑛×𝑑
| |𝑋 − 𝐼C 𝐼𝑇C𝑋 | |2𝐹 =

𝑛∑
𝑖=1
| |𝑥𝑖 − 𝑐(𝑥𝑖) | |2 = cost(C)

■
本质上，𝐼C 𝐼𝑇C 可以视为对 𝑋 进行一个投影操作，而 𝑘-means问题就相当于寻找最能维持原结构的投影。

定理 3.5

♥

给定 𝑋 ⊂ R𝑛×𝑑，令 𝑅 ∈ R𝜅×𝑑 为一个 R𝑑 → R𝜅 的 JL变换矩阵，其中 𝜅 = Θ( log 𝑘
𝜖 2 )。𝑋 经过 𝑅变换后为 𝑋̃。

假设 𝑃∗是 𝑋 的最优 𝑘-means投影，𝑃̃是 𝑋̃ 的 𝜆-近似比的 𝑘-means投影，那么有

| |𝑋 − 𝑃̃𝑋 | |2𝐹 ≤ (9 + Θ(𝜖))𝜆 | |𝑋 − 𝑃∗𝑋 | |2𝐹

证明 令 𝐵 = 𝑃∗𝑋, 𝐵̄ = (𝐼 − 𝑃∗)𝑋，则 𝑋 = 𝐵 + 𝐵̄。于是有，

| |𝑋 − 𝑃̃𝑋 | |𝐹 = | |𝐵 + 𝐵̄ − 𝑃̃(𝐵 + 𝐵̄) | |𝐹
≤ ||𝐵 − 𝑃̃𝐵 | |𝐹 + ||𝐵̄ − 𝑃̃𝐵̄ | |𝐹 (3.5)

≤ ||𝐵 − 𝑃̃𝐵 | |𝐹 + ||𝐵̄ | |𝐹 (3.6)

式 3.5是由 Schwarz’s不等式所得。式 3.6是因为 𝐼 − 𝑃̃仍然是一个投影矩阵，投影后的 Frobenius范数不超过原
始值。

由于 𝐵和 𝑃̃𝐵中实际只有 𝑘 个向量，因此根据 JL变换的性质，我们以高概率保证下式成立：

| |𝐵 − 𝑃̃𝐵 | |2𝐹 ≤ (1 + 𝜖) · | | (𝐵 − 𝑃̃𝐵)𝑅𝑇 | |2𝐹
因此有

| |𝑋 − 𝑃̃𝑋 | |𝐹 ≤
√

1 + 𝜖 · | |𝐵𝑅𝑇 − 𝑃̃𝐵𝑅𝑇 | |𝐹 + ||𝐵̄ | |𝐹

由于 (𝐵 + 𝐵̄)𝑅𝑇 = 𝑋̃，于是

| |𝑋 − 𝑃̃𝑋 | |𝐹 ≤
√

1 + 𝜖 · | | ( 𝑋̃ − 𝐵̄𝑅𝑇 ) − 𝑃̃( 𝑋̃ − 𝐵̄𝑅𝑇 ) | |𝐹 + ||𝐵̄ | |𝐹
≤
√

1 + 𝜖 · | | 𝑋̃ − 𝑃̃𝑋̃ | |𝐹 +
√

1 + 𝜖 · | | (𝐼 − 𝑃̃)𝐵̄𝑅𝑇 | |𝐹 + ||𝐵̄ | |𝐹
≤
√

1 + 𝜖 · | | 𝑋̃ − 𝑃̃𝑋̃ | |𝐹 +
√

1 + 𝜖 · | |𝐵̄𝑅𝑇 | |𝐹 + ||𝐵̄| |𝐹
≤

√
(1 + 𝜖)𝜆 | | 𝑋̃ − 𝑃∗ 𝑋̃ | | + (1 + 𝜖) | |𝐵̄ | |𝐹 + ||𝐵̄ | |𝐹

≤ (1 + 𝜖)
√
𝜆 | |𝑋 − 𝑃∗𝑋 | |𝐹 + (2 + 𝜖) | |𝐵̄| |𝐹

≤ (3 + Θ(𝜖))
√
𝜆 | |𝑋 − 𝑃∗𝑋 | |𝐹

因此
| |𝑋 − 𝑃̃𝑋 | |2𝐹 ≤ (9 + Θ(𝜖))𝜆 | |𝑋 − 𝑃∗𝑋 | |2𝐹

■
定理 3.5告诉我们当投影维度为 Θ( log 𝑘

𝜖 2 )时仍然可以保持 𝑘-means解的损失，仅需要引入额外 9 +Θ(𝜖)的乘
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3.4 JL变换的应用 (线性变换)

性误差。在 2019年，该结论被进一步改进，维度仍然是 Θ( log 𝑘
𝜖 2 )，额外的乘性误差改进为 1 + Θ(𝜖)（参考[7]）。

3.4 JL变换的应用 (线性变换)

上一节讨论了 JL变换应用于聚类问题时的情况。本节讨论 JL变换应用于线性变换问题时的细节，参考[8]。

3.4.1 线性回归 Linear Regression

给定:

𝐴 =

©­­­­­­«
𝑥11 𝑥12 · · · 𝑥1𝑑−1 1
𝑥21 𝑥22 · · · 𝑥2𝑑−1 1
...

...
. . .

...
...

𝑥𝑛1 𝑥𝑛2 · · · 𝑥𝑛𝑑−1 1

ª®®®®®®¬
, 𝑦 =

©­­­­­­«
𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑛

ª®®®®®®¬
目标是:

min
𝛽∈R𝑑

| |𝐴 · 𝛽 − 𝑦 | |22.

注样本数量 𝑛一般远大于特征数 𝑑。对于一些特定问题，我们可以认为 𝛽是 Sparse的，即大部分 𝛽𝑖 都是 0，这
是稀疏线性回归（Sparse Linear Regression）。
对于线性回归问题，一种理解是将 𝐴看作一个线性变换，将 𝑛维的数据空间映射到 𝑑 维的特征空间。是一

种投影。对应的，矩阵 𝐴 · 𝛽 = 𝐴(𝐴𝑇 𝐴)−1𝐴𝑇 𝑦 = 𝐻 · 𝑦，𝐻 是投影矩阵。
线性回归的解析解是:

𝛽opt = (𝐴𝑇 𝐴)−1𝐴𝑇 𝑦, 其中 𝐴𝑇 𝐴必须是可逆的。

3.4.2 结合 JL变换

首先我们需要明白，通过 JL变换之后必然会产生误差，我们具体需要保证的误差是哪一种误差？关于此有
许多种不同定义，此处我们采用如下的定义，即保证变换后求解出的 𝛽opt 能在原问题中也保持较好的效果。

定理 3.6

♥

给定 𝐴 ∈ R𝑛×𝑑 和 𝑦 ∈ R𝑛，𝐴′ = 𝑆 · 𝐴, 𝑦′ = 𝑆 · 𝑦是压缩后的数据，则对于 𝜖 ∈ (0, 1)，有:

| |𝐴 · 𝛽opt − 𝑦 | |22 ≤ (1 + 𝜃 (𝜖)) | |𝐴 · 𝛽opt − 𝑦 | |22,

其中 𝛽opt 是原始线性回归的解析解，𝛽opt 是 𝐴′ 的线性回归的解析解，𝑆是我们的 JL变换

想要应用 JL变换，第一个问题就是如何将应用于有限个点的 JL变换拓展到无穷个点上，特殊的，这无穷
个点在一个 k维度子空间下（k为某个常数）。

我们考虑一种简化的特殊情况，即这无穷个点在一个单位球面（此处是 𝑙2 单位球，即下图中的圆）上。我
们便可以使用离散化的方法，通过有限个点的 JL变换，再加上空间距离的性质（此处是欧几里得空间），可以
得到对于无穷个点仍然成立的 JL变换。下面给出证明。
注事实上，只要保证 F = R𝑑 中的单位 𝑙2球上的点 x均满足，就可以推广到所有点 𝑦 ∈ F上均成立。通过线性性
可以很简单的转化为单位球上的问题。

对于一个 k维单位球（此处单位球指 𝑙∞球，二维空间上，即为正方形），我们对其离散化，有一些相关的几
何性质可以利用:

cell边长为 𝜖
𝑘 (网格步长)

cell个数为 ( 𝑘𝜖 )𝑘(体积相除)

∀ cell内两点的距离 𝑑 ≤ 𝜖√
𝑘
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考虑 𝑙∞ 球内的格点（即图中所有格点），我们对其进行 JL变换，根据之前的 JL变换结论，降维之后的结
果为：

R𝑛 −→ R
𝑘

𝜖 2 𝑙𝑜𝑔 (
𝑘
𝜖 )

这些在 n维空间的 k维子空间中的顶点，通过 JL变换，映射到了一个低维空间。
现在我们需要证明的是，这样的 JL变换，对于我们关注的那无穷个点（𝑙2单位球上的点），是否满足 JL定理类
似的结果。
证明 对于 𝑙2单位球上的点 u，我们关注其最近的格点 g，我们可以将 u看作 g附加一个扰动：

𝑢 = 𝑔 +
𝑘∑
𝑖=1

𝜖𝑖 · 𝑒𝑖 , 𝜖𝑖 ∈ [0,
𝜖

𝑘
]

g

u

根据离散化的性质，我们可以做一些推导：

‖𝑆 · 𝑢‖2 = ‖𝑆 · 𝑔 + 𝑆 ·
𝑘∑
𝑖=1

𝜖𝑖 · 𝑒𝑖 ‖2

≤ ‖𝑆 · 𝑔‖2 + ‖𝑆 ·
𝑘∑
𝑖=1

𝜖𝑖 · 𝑒𝑖 ‖2

≤ ‖𝑆 · 𝑔‖2 +
𝑘∑
𝑖=1

𝜖𝑖 · ‖𝑆 · 𝑒𝑖 ‖2

≤
√

1 + 𝜖 ‖𝑔‖2 + 𝜖 ·
√

1 + 𝜖 (由 JL变换的性质)

结合 ‖𝑔‖2 ≤ ‖𝑢‖2 + ‖𝑢 − 𝑔‖2 ≤ 1 + 𝜖/
√
𝑘

‖𝑆 · 𝑢‖2 ≤ 1 + Θ(𝜖)

此处的复杂度分析略去，注意是在 𝜖 → 0时的讨论，事实上可以写成不带根号的形式，只是这样写方便推
导。我们有：

‖𝑆 · 𝑢‖2 ≤ 1 + Θ(𝜖)‖𝑢‖2

另一边的推导同理，我们可以得到：
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‖𝑆 · 𝑢‖2 ≥ 1 − Θ(𝜖)‖𝑢‖2

■
一般的，我们对于 JL变换，有以下的推广：

定理 3.7 (JL变换的推广)

♥
F为 R𝑛上的一个 k维子空间，假设 f是一个 JL变换，𝑓 : R𝑛 → R𝜃 (

𝑘

𝜖 2 log 𝑘
𝜖 ) 则对 ∀𝑞 ∈ F, ‖𝑆 ·𝑞‖ ∈ (1±𝜖)‖𝑞‖

回到 Linear Regression的问题，我们将 {𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑑−1, 𝑦}看作一个 d维子空间（参考开头，为了方便，我
们认为 x数据只有 d-1个维度），那么我们可以应用推广后的 JL变换。我们考虑一些和目标函数相关的量，并观
察他们在变换前后的误差。

𝑎1 = 𝐴 · 𝛽opt − 𝑦 𝑎2 = 𝐴 · 𝛽opt − 𝑦

𝑎3 = 𝑆 · 𝑎1 𝑎4 = 𝑆 · 𝐴 · 𝛽opt − 𝑆 · 𝑦

F

𝑆

𝑆−1

𝑆 · F

𝑆−1 (𝑆𝐴) · 𝛽opt = 𝐴 · 𝛽opt 𝑆 · 𝐴 · 𝛽opt

𝐴 · 𝛽opt

𝑦

(𝑆𝐴) · 𝛽opt

𝑆 · 𝑦

注蓝色点是经过变换的点，红色点是通过解 Linear Regression得到的点。我们将 R𝑛 中 R𝑑 子空间中的点，通过
JL变换到一个低维空间，即 R𝜃 (

𝑑

𝜖 2 log 𝑑
𝜖 )。

通过解的最优性，和 JL变换的性质，我们可以得到：


𝑎2

3 ≤ (1 + 𝜃 (𝜖))𝑎2
1

𝑎2
4 ≥ (1 − 𝜃 (𝜖))𝑎2

2

𝑎2
4 ≤ 𝑎2

3

=⇒ 𝑎2
2 ≤

1 + 𝜃 (𝜖)
1 − 𝜃 (𝜖) 𝑎

2
1 = (1 + 𝜃 (𝜖))𝑎2

1

这已经完成了一边的证明。另一边的证明同理。所以我们可以得到 𝐴𝛽opt − 𝑦是一个 1 + 𝜃 (𝜖)近似比的解。

3.4.3 时间复杂度分析

原先计算 LR 的时间复杂度包括矩阵求逆和矩阵乘法，分别为 𝑂 (𝑑3) 和 𝑂 (𝑛𝑑2)，当 𝑛 � 𝑑 时，复杂度为
𝑂 (𝑛𝑑2)。

改进后的 LR复杂度包含 JL变换和计算 LR的复杂度，如果选择 Fast-JL变换，那么分别是 𝜃̃ (𝑑 (𝑛 + 1
𝜖

2))和
𝜃̃ (𝑑2 · 𝑑

𝜖 2 )，当 𝑛 � 𝑑 时，复杂度为 𝜃̃ (𝑛𝑑)。可以看到有明显的改进。

3.4.4 其他 JL变换的应用

一个基础的问题，当一个高维的 k-Sparse向量，我们需要多少维度来保证其误差？这个问题也同样可以用
本节中的推广版的 JL变换解决。

类似之前的 LR问题，不过此时我们约束原始数据是 k-Sparse的，即有 k个非零元素。若此时要求 ‖𝑥‖ = 1，
那么 𝑥会落在

(𝑛
𝑘

)
个可能的单位球上。

那么根据之前的推广 JL变换，我们可以得到降维结果为：
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𝑦 = 𝑆 · 𝑥 ∈ R𝜃 (
1
𝜖 2 log

[
(𝑛𝑘) · ( 𝑘𝜖 )𝑘

]
)
=⇒ 𝑦 ∈ R𝑚, 𝑚 = 𝜃

(
𝑘 log 𝑛 + 𝑘 log 𝑘

𝜖

𝜖2

)

3.5 多维尺度分析

3.5.1 动机与基本概念

多维尺度分析（MDS）是一种非线性降维技术，旨在将高维数据投影到低维空间，同时尽可能保留数据点
之间的相似性或距离关系。
核心思想：给定一组对象间的相异度（距离）矩阵 𝐷 ∈ R𝑛×𝑛，其中 𝐷𝑖 𝑗 = dist(𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗 )，MDS寻找低维表示

{𝑦1, · · · , 𝑦𝑛} ∈ R𝑛×𝑘（通常 𝑘 = 2或 3），使得这些点之间的欧氏距离尽可能接近原始距离。

3.5.2 经典MDS算法

输入与输出

输入：距离矩阵 𝐷 ∈ R𝑛×𝑛，其中 𝐷𝑖 𝑗 = dist(𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗 )
输出：低维表示 𝑌 = {𝑦1, · · · , 𝑦𝑛} ∈ R𝑛×𝑘

算法步骤

1. 计算平方距离矩阵：
𝐷 (2) = 𝐷 � 𝐷

2. 构造双中心化矩阵：
𝐵 = −1

2
𝐽𝐷 (2) 𝐽

其中 𝐽 = 𝐼𝑛 − 1
𝑛11𝑇 为中心化矩阵，1为全 1向量

3. 特征分解：
𝐵 = 𝑉Λ𝑉𝑇

其中 Λ = diag(𝜆1, 𝜆2, · · · , 𝜆𝑛)，𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ · · · ≥ 𝜆𝑛
4. 选择前 k个特征值及对应特征向量：

𝑌 = 𝑉𝑘Λ
1/2
𝑘

其中 𝑉𝑘 为前 k个特征向量组成的矩阵，Λ𝑘 = diag(𝜆1, · · · , 𝜆𝑘)
可以看到,MDS算法实质上就是 PCA的一种等价形式.

从距离矩阵 𝐷 重建内积矩阵 𝐵：

𝐵𝑖 𝑗 =
1
2
(‖𝑥𝑖 ‖2 + ‖𝑥 𝑗 ‖2 − 𝐷2

𝑖 𝑗 )

3.5.3 ISOMAP算法

ISOMAP（等距映射）是MDS的扩展，适用于非线性流形数据。

算法原理

1. 构建邻域图：
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3.5 多维尺度分析

对每个点 𝑥𝑖，找到其 k近邻或 𝜖-邻域
构建邻接图 𝐺，边权重为欧氏距离.

2. 计算最短路径距离：使用 Dijkstra或 Floyd-Warshall算法计算图上所有点对之间的最短路径距离 𝐷̃,从而近

似测地距离,如图 3.1. 𝐷̃𝑖 𝑗 =

𝐷𝑖 𝑗 如果 𝑗 ∈ N (𝑖)

最短路径距离 否则.

3. 应用经典MDS：对 𝐷̃ 应用MDS得到低维嵌入.

缺点: 复杂度太高.

图 3.1: Isomap算法中的距离为红线长度,相比蓝线的欧氏距离更能体现内蕴性质.

3.5.4 局部线性嵌入（Locally Linear Embedding, LLE）

LLE是另一种非线性降维方法，强调局部线性结构的保持。它有广泛的应用[9].

算法步骤

1. 选择邻域：对每个点 𝑥𝑖 ∈ R𝑛，找到 k近邻 N(𝑖)
2. 计算局部重建权重,其中𝑊𝑖 𝑗 为希望找到的权重：

min
𝑊

𝑛∑
𝑖=1
‖𝑥𝑖 −

∑
𝑗∈N(𝑖)

𝑊𝑖 𝑗𝑥 𝑗 ‖2

s.t.
∑
𝑗∈N(𝑖)

𝑊𝑖 𝑗 = 1

这里的约束项,从几何上看,保证了在变换 𝑥 ↦→ 𝑥 + 𝑐下目标函数的不变性.
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3.5 多维尺度分析

3. 计算低维嵌入.求降维后的数据点矩阵 𝑌 ∈ R𝑛×𝑘 ,使用一个简单的凸优化：

min
𝑌

𝑛∑
𝑖=1
‖𝑦𝑖 −

∑
𝑗∈N(𝑖)

𝑊𝑖 𝑗 𝑦 𝑗 ‖2

s.t.
1
𝑛
𝑌𝑇𝑌 = 𝐼,

𝑛∑
𝑖=1

𝑦𝑖 = 0

注权重矩阵𝑊 的求解：

𝑊𝑖 =
𝐶−11

1𝑇𝐶−11

其中 𝐶 𝑗𝑘 = (𝑥𝑖 − 𝑥 𝑗 )𝑇 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘) 为局部协方差矩阵.

3.5.5 Doubling Dimension and R-Net

在各种计算几何领域的算法中，我们常常要反复搜索一个点的邻居。在先前的课程中我们提到了可以用 LSH

来加速这一过程。进一步地，当数据处于一个流形上，我们是否可以使用其他方法来加速这一近邻搜索的过程？

Doubling Dimension

倍增维数 (Doubling Dimension)是数据内蕴维度的一种。
若对于任意的 𝑝 ∈ 𝑃，𝑟 > 0，有

|𝐵𝑎𝑙𝑙 (𝑝, 2𝑟) |
|𝐵𝑎𝑙𝑙 (𝑝, 𝑟) | ≤ 2𝜆

则 𝜆称为 𝑃 的倍增维数. 一般地，R𝑑 的倍增维数为 Θ(𝑑)，但如果数据集 𝑃 分布在一个低维流形上，那么 𝑃 的
Doubling Dimension为 Θ(1)。对于这样的 𝑃，我们可以构造一个 r-net 𝑄来近似。

定义 3.4 (r-net)

♣

给定度量空间 (𝑋, 𝑑)和半径 𝑟 > 0，子集 𝑁 ⊆ 𝑋 称为 r-net如果满足：
1. (覆盖性)对所有 𝑥 ∈ 𝑋，存在 𝑦 ∈ 𝑁 使得 𝑑 (𝑥, 𝑦) ≤ 𝑟
2. (分离性)对所有 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑁，𝑑 (𝑦, 𝑧) ≥ 𝑟

由定义和三角不等式,有如下结论:

引理 3.2

♥

对于集合 𝑃和它的 r-net 𝑄

𝐵𝑎𝑙𝑙 (𝑃, 𝑟) ⊆
⋃

𝑞′∈𝐵𝑎𝑙𝑙 (𝑞,3𝑟 )
𝑞′∈𝑄

𝐵𝑎𝑙𝑙 (𝑞′, 𝑟)

根据上述的结论,我们可以将近邻的搜索范围降低到 𝑄 ∩ 𝐵𝑎𝑙𝑙 (𝑞′, 𝑟).
我们有重要的推论:

引理 3.3

♥

设度量空间 𝑀 = (𝑋, dist)，𝑆 ⊂ 𝑋，其中 (𝑆, dist)仍然是一个度量空间。令 𝑁 为 𝑆的一个 𝑟-net，并设 𝑆的
直径为 𝐷，则：

|𝑁 | ≤ ( 2𝐷
𝑟
)ddim(𝑀 )

证明 由于 𝑆 ⊂ 𝑋，我们至少需要 𝜆(𝑀) 个直径为 𝐷/2的集合覆盖 𝑆。每个这样的子集 𝑆𝑖 ⊂ 𝑆仍然是 𝑀 的子集，
因此根据相同的定义，我们可以用 𝜆(𝑀)个直径为 𝐷/4的集合覆盖每个 𝑆𝑖。由于有 𝜆(𝑀)个 𝑆𝑖，总共需要 𝜆(𝑀)2
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3.5 多维尺度分析

个直径为 𝐷/4的集合覆盖 𝑆。
重复这一过程，我们可以覆盖 𝑆使用：
𝜆(𝑀)个直径为 𝐷/2的集合；
𝜆(𝑀)2 个直径为 𝐷/4的集合；
𝜆(𝑀)3 个直径为 𝐷/8的集合；
...

𝜆(𝑀)log2 ( 2𝐷
𝜆 ) 个直径为 𝐷/2log2 ( 2𝐷

𝜆 ) = 𝑟
2。

由于 𝑟
2 直径的集合最多只能包含一个 𝑟-net中的点，因此 𝑁 的大小受到以下限制：

|𝑁 | ≤ 𝜆(𝑀)log2 ( 2𝐷
𝑟 ) = ( 2𝐷

𝑟
)ddim(𝑀 ) .

■
𝑟-net的建立方法: Gonzalez算法.

1. 从 P中任取一个点 𝑝1, 𝑆 = {𝑝1}
2. Do 𝑝 𝑗 = arg max 𝑑 (𝑝 𝑗 , 𝑆), 𝑆 = 𝑆 ∪ {𝑝 𝑗 }.

While 𝑑 (𝑝 𝑗 , 𝑆) > 𝑟
3. Return 𝑆

根据引理 5.3, |𝑆 | < ( 𝐷𝑟 )𝜆. 时间复杂度为 Θ(( 𝐷𝑟 )𝜆𝑛𝑑).

问题：如何降低建立 r-net的复杂度？

Friend List方法[10].

核心思想：只在“局部”更新距离，而不是全局扫描。每次加入一个新的 center时，那些“距离当前 center

集合的距离”会产生变化的数据点，只会存在于一些“可能受影响的簇”内。我们用 friend list把“可能受影响
的簇”限定在常数个 (与度量的倍增维度 𝜆 有关)，从而把一次迭代的代价降到 𝜆𝑂 (1)，而非朴素 Gonzalez 中的
𝑂 (𝑛𝑑).

数据结构：
1.Max heap 𝐻𝛼：维护每个数据点 𝑞到类中心集合 𝑆的距离 𝛼𝑞。（大小为 𝑛）
2.𝐶 (𝑝𝑖)：维护每个类中心 𝑝𝑖 负责的点集。（总大小为 𝑛）
3.Friend list 𝐹 (𝑝𝑖)：与类中心 𝑝𝑖 距离 ≤ 4𝑟𝑘 的其他类中心。

单次迭代流程：
1.从 𝐻𝛼 弹出距离当前类中心集合 𝑆距离最远的点 𝑝 𝑗，设其原本所属的类中心是 𝑐。
2.建立新的类中心 𝑝 𝑗。
3.局部更新：只扫描两类簇中的所有数据点：𝑐负责的所有点、和 𝑐的 friend list中的那些类中心负责的所

有点。对每个需要更新的点 𝑞，我们重新计算 𝛼𝑞，并在需要时把 𝑞迁入新的簇 𝐶 (𝑝 𝑗 )。
4.生成 𝑝 𝑗 的 friend list。

时间复杂度改进：
由于每个类中心的 friend list规模最多不超过 𝑂 (𝑐′𝜆)(𝑐′为常数)，总的时间复杂度不超过 𝑂 (𝑐′𝜆𝑛 log 𝑛 log 𝐷

𝑟 )，
进一步地，可以将这个复杂度降低至 𝑂 (𝑐′𝜆𝑛 log 𝑛)。
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第四章 近邻查询

在高维空间中，近邻查询（Nearest Neighbor Search, NNS）是众多机器学习、计算机视觉与数据检索任务的
基础问题。给定一个数据集 𝑃 ⊆ R𝑑 与查询点 𝑞 ∈ R𝑑，目标是在 𝑃中找到与 𝑞距离最近的点。然而，随着维度 𝑑

的升高，传统的线性扫描方法需要 𝑂 (𝑛𝑑) 的时间复杂度，而诸如 KD树、R树等低维数据结构的性能在高维下
急剧退化，这一现象被称为维度灾难（Curse of Dimensionality）。

为应对该问题，研究者提出了近似近邻查询（Approximate Nearest Neighbor, ANN），允许返回的解在距离
上有一定的近似误差。该思想在工业界（如图像搜索、语音识别、推荐系统）中极为重要，因为牺牲少量精度即
可换取数量级的速度提升。

4.1 局部敏感哈希

局部敏感哈希（Locality-Sensitive Hashing, LSH）的核心思想是“相似的点应以较高概率被映射到同一个
桶中”。它通过随机化的哈希函数，将原始高维空间映射到低维哈希空间，使得欧几里得距离或余弦相似度在概
率意义下得以保持。传统的哈希函数通常追求将输入均匀分布，而 LSH恰好相反——它希望保留数据的局部性。
这种特性使得我们可以通过“哈希冲突”快速过滤出可能的近邻候选点，再进行精确距离计算。

具体来讲，这是一类近似近邻查询 (Approx-NN)的方法，其主要思想是设计哈希（Hash）函数，将点集 𝑃

中的点放入不同的桶（Bucket）中，同时使得距离越近的点，其哈希值碰撞的概率越大。最后通过增加 hash的
次数来提升成功的概率[1]。

[1]是最早提出 LSH 框架的论文，首次实现了高维空间下的亚线性近似最近邻搜索，为后续研究奠定基础。
此后，[2]一文针对欧几里得距离（L2）设计了一种基于 p-stable 分布的 LSH 方案，是最常用的实用 LSH 算法之
一，适用于图像、音频等连续向量数据。本节聚焦于[3]一文，这是 LSH理论的里程碑式论文，提出了 (𝑟, 𝑅, 𝛼, 𝛽)-
Sensitive Hash的形式定义，并构造出几乎最优的 LSH结构，显著改善了查询复杂度。该文同时是 LSH与高维
数据结构研究的基础。

图 4.1: 局部敏感哈希（LSH）



4.1 局部敏感哈希

4.1.1 近似近邻查询

定义 4.1 ((𝑟, 𝑅)-近似近邻查询)

♣

输入集合 𝑃 ⊂ R𝑑 和一个点 𝑞 ∈ R𝑑 ,我们记 𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝑞, 𝑝) = 𝑚𝑖𝑛𝑝∈𝑃 ‖𝑞 − 𝑝‖。(𝑟, 𝑅)-近似近邻查询要求
1. 如果 𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝑞, 𝑃) ≤ 𝑟 ,返回 𝑢 ∈ 𝑃使得 ‖𝑞 − 𝑢‖ ≤ 𝑅.

2. 如果 𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝑞, 𝑃) > 𝑅,输出“𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝑞, 𝑃) > 𝑟”.

3. 如果 𝑟 < 𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝑞, 𝑃) ≤ 𝑅,返回上面两者中任意一种。

上述定义中，𝛼表示“近点碰撞概率”的下界，而 𝛽表示“远点碰撞概率”的上界。一个好的 LSH哈希族
应当满足 𝛼 � 𝛽，即在近邻之间有较高的碰撞率，而在远邻之间几乎不会碰撞。参数 𝑟 与 𝑅控制了“相似”与
“不相似”的阈值，二者的比例反映了算法的近似程度。因此，LSH的目标可视为通过调整 (𝑟, 𝑅, 𝛼, 𝛽)以及重复
哈希的次数 𝑘、桶的数量 𝜏来平衡召回率与查询速度。如果 𝑅 = 𝑟，上述问题即为精确的 𝑁𝑆(𝑟)。通常我们会考
虑 𝑅 = (1 + 𝜖)𝑟 的情况。这个时候我们可以称上面的问题为 (1 + 𝜖)-近似近邻查询。
在已知 𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝑞, 𝑃) 的上下界为 [𝑎, 𝑏] 的情况下，建立集合 𝑈 = [𝑎, (1 + 𝜖)𝑎, ..., (1 + 𝜖)log1+𝜖

𝑏
𝑎 𝑎],然后对于 𝑟 的

选择，我们在 𝑈 上作 Binary Search，这样我们可以对通过至多 log1+𝜖
𝑏
𝑎 次 NS(近邻查询)来实现 (1 + 𝜖)-近似近

邻查询。
我们用 𝐵(𝑞, 𝑟) 表示以 𝑞 为球心，𝑟 为半径的欧几里得距离的球体。用 𝑁 (®0, 𝐼𝑑) 表示 𝑑 维标准正态分布。

𝑈 ( [𝑎, 𝑏]) 表示区间 [𝑎, 𝑏] 上的均匀随机分布。

定义 4.2 ((𝑟, 𝑅, 𝛼, 𝛽)-Sensitive Hash[3])

♣

给定 𝑟 < 𝑅, 1 > 𝛼 > 𝛽 > 0,我们称 𝐹 是一个 (𝑟, 𝑅, 𝛼, 𝛽)-Sensitive Hash映射集合，如果对于 ∀𝑢, 𝑞 ∈ R𝑑 ,随
机取 ℎ ∈ 𝐹 满足

1. 如果 𝑢 ∈ 𝐵(𝑞, 𝑟),那么 Pr[ℎ(𝑢) = ℎ(𝑞)] ≥ 𝛼.

2. 如果 𝑢 ∉ 𝐵(𝑞, 𝑅),那么 Pr[ℎ(𝑢) = ℎ(𝑞)] ≤ 𝛽.

直观地，我们给每个点做“随机投影 +分桶”。近的点更容易被分到同一个桶，远的点不太会落在同桶。如果只
用一个哈希函数，误差会比较大；于是把多个哈希“拼在一起”（串联），并且建多张哈希表（并行）。这样可以做到：近
邻命中的概率很高，非近邻几乎不碰撞。下面我们给一个 𝐹的构造方法。考虑这样的 𝐹𝑇 = {ℎ|ℎ(𝑢) = b 〈𝑢, ®𝑣ℎ 〉+𝑡ℎ𝑇 c},
其中 𝑇 是一个待确定的值， ®𝑣ℎ ∼ 𝑁 (®0, 𝐼𝑑),𝑡ℎ ∼ 𝑈 ( [0, 𝑇]). 我们有如下定理

定理 4.1

♥
任给 𝑟, 𝜖 > 0,1 > 𝛼 > 𝛽 > 0,且 log 1

𝛼

log 1
𝛽

≤ 1
1+𝜖 ,则一定存在 𝑇 > 0,使得 𝐹𝑇 是 (𝑟, (1 + 𝜖)𝑟, 𝛼, 𝛽)−Sensitive的。

这一构造的几何直觉是：每个哈希函数 ℎ(𝑢) = b 〈𝑢,𝑣ℎ 〉+𝑡ℎ𝑇 c 可看作在高维空间中沿随机方向 𝑣ℎ 进行“切片”，
每个切片宽度为 𝑇。若两点 𝑢, 𝑞距离较小，则它们沿该方向的投影 〈𝑢, 𝑣ℎ〉与 〈𝑞, 𝑣ℎ〉也相近，从而更可能落入同
一切片区间。通过随机采样多个方向并取组合哈希，即可放大这种“近点高碰撞、远点低碰撞”的概率差异。

注意到上面的 ℎ是将R𝑑 → Z,下面我们讨论如果将该Hash过程的成功率提高。为此我们考虑一个新的哈希
函数 𝑔 : R𝑑 → Z𝑘 ,其中 𝑔 = (ℎ1, ℎ2, ..., ℎ𝑘),ℎ𝑖 ∈ 𝐹. 这样构成的函数族我们称为 𝐺 (𝐹, 𝑘) = 𝑔 = (ℎ1, ..., ℎ𝑘 |ℎ𝑖 ∈ 𝐹)。
那么我们有下面的结论：

定理 4.2

♥

令 𝜌 =
log 1

𝛼

log 1
𝛽

≤ 1
1+𝜖 , 𝑘 = log 1

𝛽
𝑛, 𝜏 = 2𝑛𝜌 = 𝑜(𝑛).随机从 𝐺 (𝐹, 𝑘) 中取出 𝑔1, 𝑔2, ..., 𝑔𝜏 其对应 𝜏个哈希 bucket

𝐻1, ..., 𝐻𝜏 ,我们有对于 ∀𝑞 ∈ R𝑑 ,满足下列两个条件的概率 ≥ 3
5 :

1. 如果 ∃𝑢 ∈ 𝑃,使得 ‖𝑢 − 𝑞‖ ≤ 𝑟 ,则 ∃ 𝑗 使得 𝑔 𝑗 (𝑢) = 𝑔 𝑗 (𝑞).
2. 如果 ∀𝑢 ∈ 𝑃, ‖𝑢 − 𝑞‖ > (1 + 𝜖)𝑟 ,则在 𝐻1, 𝐻2, ..., 𝐻𝜏 中与 𝑞发生冲突的点 ≤ 4𝜏.
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证明 先证明 2。

∀𝑢 ∈ 𝑃, ‖𝑢 − 𝑞‖ > (1 + 𝜖)𝑟

⇒ ∀𝑔 ∈ 𝐺 (𝐹, 𝑘),Pr[𝑔(𝑢) = 𝑔(𝑞)] ≤ 𝛽𝑘 = 1
𝑛

⇒ ∀𝐻 𝑗 ,E[发生冲突个数] ≤ 1

⇒在𝐻1 ∼ 𝐻𝜏中发生冲突总数期望 ≤ 𝜏

⇒ Pr[发生冲突个数 ≤ 4𝜏] ≥ 3
4

再证明 1.

‖𝑢 − 𝑞‖ ≤ 𝑟

⇒ ∀𝑞,Pr[𝑔(𝑢) = 𝑔(𝑞)] ≥ 𝛼𝑘 = 𝑛−𝜌

⇒ 𝐻1 ∼ 𝐻𝜏至少发生一次冲突的概率 ≥ 1 − (1 − 𝑛−𝜌)𝜏 = 1 − (1 − 𝑛−𝜌)2𝑛𝜌 ≥ 1 − 1
𝜖2 >

4
5
.

■
由该定理，我们可以将 𝑃中的点分为 3个类：

1. ‖𝑢 − 𝑞‖ ≤ 𝑟 ,此时发生冲突个数 ≥ 1
2. ‖𝑢 − 𝑞‖ > (1 + 𝜖)𝑟 ,此时发生冲突个数 ≤ 4𝜏
3. 𝑟 < ‖𝑢 − 𝑞‖ ≤ (1 + 𝜖)𝑟 ,此时发生冲突个数可能很多也可能很少，所以返回任意情况

这样我们只需要检查前面 ≤ 4𝜏 + 1个冲突即可。

复杂度与代价分解： 记 𝑑 为维度、𝑛为数据量。对常见 𝑝-stable LSH，计算一次哈希大致是 𝑂 (𝑑)。选取

𝑘 ≈ log 𝑛, 𝜏 ≈ 𝑛𝜌 (0 < 𝜌 < 1).

则：
建表时间 𝑂

(
𝑛 · 𝜏 · 𝑘 · 𝑑

)
：每个点需计算 𝜏组、每组 𝑘 个哈希并入桶。

额外空间 𝑂 (𝑛 · 𝜏)（倒排桶指针）+𝑂 (𝑛𝑑)（若需存原数据）。
查询时间为两部分之和：

𝑂 (𝜏 · 𝑘 · 𝑑) (算哈希、定位桶) + 𝑂 (候选数 × 𝑑) (对候选验距).

远点误碰撞在期望/高概率意义下约为 𝑂 (𝜏)，再加近邻常数个真阳性，故整体

𝑂̃
(
𝜏 · 𝑘 · 𝑑 + 𝜏 · 𝑑

)
= 𝑂̃

(
𝑛𝜌𝑑

)
,

其中 𝑂̃ 忽略 log 𝑛因子。与线性扫描 𝑂 (𝑛𝑑)相比是数量级提升。

4.1.2 参数选择与实践经验

在实际应用中，参数 (𝑘, 𝜏)的选取直接决定了 LSH的性能：
增大 𝑘 会降低单个桶的碰撞概率，但能有效减少误匹配（提高精度）；
增大 𝜏相当于重复哈希更多次，可提升召回率；
典型设置中，𝑘 = Θ(log 𝑛)，𝜏 = Θ(𝑛𝜌)，其中 𝜌 = log(1/𝛼)

log(1/𝛽)。
此外，不同距离度量对应不同的哈希函数族：

欧氏距离 𝐿2：𝑝-stable LSH，常用形式 ℎ𝑎,𝑏 (𝑥) = b(〈𝑎, 𝑥〉 + 𝑏)/𝑇c，𝑎高斯随机、𝑏均匀随机、𝑇 为桶宽。
余弦相似：随机超平面（Sign Random Projection），比较 〈𝑣, 𝑥〉的符号（𝑣为随机方向）；夹角越小，哈希一
致概率越高。
汉明距离：位采样（bit sampling），直接随机选择若干比特作为哈希。

现代工业实现（如 FAISS、Annoy、ScaNN）常结合多层索引、PQ与 GPU加速，以在数十亿级别数据上实现毫
秒级响应。
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4.1.3 Product Quantization (PQ)乘积量化

问题背景与动机 在近似最近邻（Approximate Nearest Neighbor, ANN）检索中，我们给定一个数据库向量集合

𝑃 = {x(1) , x(2) , . . . , x(𝑛) } ⊂ R𝑑 ,

其中 𝑛为数据库规模、𝑑 为向量维度；每次查询给定 q ∈ R𝑑，目标是在 𝑃中找到使欧氏距离 ‖x − q‖2 最小（或
近似最小）的向量。1

一个最朴素的压缩/加速思路是向量量化（Vector Quantization, VQ）：在整个 R𝑑 上对 𝑃做一次 𝑘-means，得
到 𝑘 个聚类中心 {c1, . . . , c𝑘} ⊂ R𝑑，并用最近中心近似原向量。这样每个向量只需存一个中心索引（约 log2 𝑘 比
特），但查询时若要计算 q到所有中心的距离仍需 Θ(𝑘𝑑)的代价；同时，为了提高精度需要更大的 𝑘，使得训练
与查询更昂贵。

PQ的核心思想：分块量化与“乘积码本” Product Quantization（PQ）[4] 的关键思想是：把高维空间拆成多个互
不重叠的低维子空间，在每个子空间上分别做量化，从而在总码长固定时获得更强的表示能力。
令 𝑚为子空间（也称子量化器）个数。为叙述简洁，先假设 𝑑可被 𝑚整除，记子空间维度为 𝑑′ = 𝑑/𝑚。将

任意向量 x ∈ R𝑑 按坐标分块写成

x =
[
x1, x2, . . . , x𝑚

]
, x𝑖 ∈ R𝑑

′ (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚),

其中 x𝑖 表示第 𝑖个子空间上的子向量（工程上也可用不等长分块或对 𝑑 做零填充，不影响 PQ思想）。
训练阶段（学习子码本）：对每个子空间 𝑖，把数据库向量投影/截取到该子空间得到集合 𝑃𝑖 = {x(1)𝑖 , . . . , x(𝑛)𝑖 } ⊂

R𝑑
′
，在 𝑃𝑖 上做 𝑘-means得到 𝑘 个子中心（子码字）

C𝑖 = {c𝑖1, c
𝑖
2, . . . , c

𝑖
𝑘} ⊂ R𝑑

′
.

将全部子码本记为 C = (C1, . . . , C𝑚)。由于整体码字由各子空间码字的笛卡尔积组成，PQ因而得名“乘积量化”：
潜在的全空间码字总数为 𝑘𝑚，但存储与训练仍只需维护 𝑚个大小为 𝑘 的子码本。

码本存储开销：全部码字向量的总参数量为 𝑚 × 𝑘 × 𝑑′ = 𝑘𝑑（以浮点数存储时约为 𝑘𝑑 个浮点数）。

编码：将向量映射为 𝑚个索引 给定任意数据库向量 x，其 PQ编码（PQ code）是长度为 𝑚的索引向量

t(x) = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑚)> ∈ [𝑘]𝑚, [𝑘] = {1, 2, . . . , 𝑘},

其中每个子索引由最近子中心给出

𝑡𝑖 = arg min
1≤ 𝑗≤𝑘

‖x𝑖 − c𝑖𝑗 ‖22, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚.

对应的重建向量为
x̂ =

[
c1
𝑡1 , c

2
𝑡2 , . . . , c

𝑚
𝑡𝑚

]
∈ R𝑑 ,

即用每个子空间选中的码字拼接近似原向量。
为了便于整体表示数据库编码，我们把所有编码收集成一个编码矩阵

T ∈ [𝑘]𝑚×𝑛,

其第 𝑗 列 T:, 𝑗 就是 x( 𝑗 ) 的 PQ码（长度为 𝑚的索引向量）。

编码长度与存储开销

每个子空间存一个索引需要 log2 𝑘 比特。工程上常取 𝑘 = 2𝑏（例如 𝑘 = 256，则 𝑏 = 8），便于用定长整数表
示索引。于是每个向量的码长为

code_length = 𝑚 log2 𝑘 bits (若𝑘 = 2𝑏, code_length = 𝑚𝑏 bits). (4.1)

1本文默认使用 ℓ2 距离；常用写法为平方距离 ‖ · ‖22，它与 ‖ · ‖2 在最近邻次序上等价且计算更方便。
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与直接存储 𝑑 维浮点向量相比（例如 32-bit float，共 32𝑑 比特），当 𝑚𝑏 � 32𝑑 时可显著压缩存储；代价是引入
量化误差，并需要额外存储码本（规模约为 𝑘𝑑 个浮点数）。

距离估计：对称距离与非对称距离（SDC/ADC）

PQ的优势不仅在于压缩，还在于可以用查表（look-up table）实现快速距离近似。对任意 x, q ∈ R𝑑，按相同
分块写成 x = [x1, . . . , x𝑚]、q = [q1, . . . , q𝑚]，则有精确分解

‖x − q‖22 =
𝑚∑
𝑖=1
‖x𝑖 − q𝑖 ‖22. (4.2)

PQ用码字近似子向量，从而把上式近似为“子空间距离之和”。常见两种策略如下。
对称距离（Symmetric Distance Computation, SDC）：数据库向量与查询向量都先量化为码字，再用码字
间距离近似。若 t(x) = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑚)、t(q) = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑚)，则近似距离为

𝑑SDC (q, x) =
𝑚∑
𝑖=1
‖c𝑖𝑠𝑖 − c𝑖𝑡𝑖 ‖

2
2. (4.3)

为加速计算，可为每个子空间预先存储一个 𝑘 × 𝑘 的对称距离表

𝑀 (𝑖) (𝑎, 𝑏) = ‖c𝑖𝑎 − c𝑖𝑏‖
2
2, 1 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑘,

则一次距离评估只需 𝑚次查表与加法，时间为 Θ(𝑚)。缺点是查询也被量化，会额外引入误差。
非对称距离（Asymmetric Distance Computation, ADC）：仅量化数据库向量，查询向量保持为实值，通常
精度更好。对给定查询 q，先在每个子空间预计算其到所有子中心的距离表

𝐷𝑖 ( 𝑗) = ‖q𝑖 − c𝑖𝑗 ‖22, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘. (4.4)

那么数据库中任意向量 x（编码为 t(x) = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑚)）与查询的近似距离可写为

𝑑ADC (q, x) =
𝑚∑
𝑖=1

𝐷𝑖 (𝑡𝑖), (4.5)

同样可在 Θ(𝑚)时间完成一次距离评估；而构建距离表 {𝐷𝑖 (·)}𝑚𝑖=1的代价为 Θ(𝑚𝑘𝑑′) = Θ(𝑘𝑑)。

检索流程（以 ADC为例）
1. 离线：学习子码本 C，并把所有数据库向量编码为 T ∈ [𝑘]𝑚×𝑛；
2. 在线查询：对查询 q构建距离表 𝐷𝑖 ( 𝑗)（1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘）；
3. 扫描与排序：对每个数据库向量的编码列 T:, 𝑗，用

∑𝑚
𝑖=1 𝐷𝑖 (T𝑖, 𝑗 ) 计算近似距离并选取最小者（或取 top-𝐿

再精排）。
需要强调的是：若对全部 𝑛个向量逐一扫描，查询时间为 Θ(𝑘𝑑 + 𝑚𝑛)，虽然已远小于精确扫描的 Θ(𝑛𝑑)，但当
𝑛极大时仍可能过慢。工程中常把 PQ与倒排文件（IVF）、多级聚类等结构结合（如 IVFADC），以避免全表扫
描并进一步实现亚线性检索；这里先聚焦于 PQ本身的编码与距离估计机制。

复杂度分析（训练/存储/查询）

为更贴近实际，我们在 𝑘-means训练复杂度中显式引入迭代次数 𝐼（通常为几十到上百次）。
1. 训练（构建）时间：需要在每个子空间进行一次 𝑘-means。每次迭代对 𝑛个点、𝑘 个中心计算距离，子空间
维度为 𝑑′，因此总时间量级为

Θ
(
𝑚 · 𝐼 · 𝑛 · 𝑘 · 𝑑′

)
= Θ

(
𝐼𝑛𝑘𝑑

)
.

编码数据库（为每个点选择最近子中心）与训练同阶，通常也并入上述量级。
2. 存储空间：子码本存储为 𝑘𝑑个浮点数；数据库编码为 𝑚 × 𝑛个索引（若 𝑘 = 256可用 1字节存一个索引）。
若使用 SDC，还需存储 𝑚个 𝑘 × 𝑘 距离表，额外为 Θ(𝑚𝑘2)（通常可用半矩阵或低精度存储）。因此总空间
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可写为
Θ(𝑘𝑑) + Θ(𝑚𝑛) (可选再加Θ(𝑚𝑘2)).

3. 查询时间（ADC，全表扫描）：构建查询距离表代价为 Θ(𝑘𝑑)；对每个数据库编码的距离评估为 Θ(𝑚)，扫
描 𝑛个向量为 Θ(𝑚𝑛)，合计

Θ(𝑘𝑑 + 𝑚𝑛),

通常远小于精确扫描的 Θ(𝑛𝑑)。

进一步说明 PQ的实际效果与若干工程细节密切相关，例如：（1）索引矩阵 T的紧凑存储（字节对齐、SIMD

加速）；（2）码本训练的初始化与收敛准则；（3）是否对特征做白化/旋转以减少子空间相关性等。这些内容在后
续“优化与工程实现”章节可进一步展开。

4.1.4 基于神经网络的乘积量化（Deep/Neural PQ）

经典 PQ通常先在固定特征上以无监督方式训练码本（逐子空间 𝑘-means），再对数据库进行编码；近年来
另一条重要路线是将“PQ编码”视为可学习模块，与特征提取网络一起端到端（end-to-end）优化，使得特征、
分块方式与码本共同适配下游任务（检索/分类/匹配等）。代表性思路包括：

端到端监督检索（DPQ）： Klein与Wolf的 Deep Product Quantization（DPQ）在监督信号下学习字典式表
示，并同时维护 “soft”与 “hard”两条路径：训练时用软分配保持可导性，推理时用硬编码实现高效检索；
其中硬量化的反向传播常用 straight-through estimator（STE，直通估计器）作近似[5]。
可导的软分配量化层（PQN/SPQ）：Product Quantization Network（PQN）把子空间量化以 “soft assignment”

形式嵌入深度网络，并配合非对称检索目标提升召回[6]；Self-Supervised PQ（SPQ）在无标签条件下引入
自监督目标，学习更具判别性的 PQ码[7]。
用于参数/嵌入压缩的可微 PQ：在自然语言处理与推荐系统中，PQ也可作为可微模块用于压缩大规模 em-

bedding表；常见做法是对离散选择做连续松弛（relaxation），或用近似梯度实现端到端训练[8].

形式化描述：软分配到硬编码 设神经网络输出特征为 z = 𝑓𝜃 (𝑥) ∈ R𝑑，同样分块为 z = [z1, . . . , z𝑚]，其中
z𝑖 ∈ R𝑑

′
。对每个子空间学习子码本 {c𝑖1, . . . , c

𝑖
𝑘}。为保持可训练性，常用带温度参数 𝜏 > 0的 softmax产生“软

分配概率”

𝑝𝑖 ( 𝑗) =
exp

(
−‖z𝑖 − c𝑖𝑗 ‖22/𝜏

)
∑𝑘
ℓ=1 exp

(
−‖z𝑖 − c𝑖ℓ ‖22/𝜏

) , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘, (4.6)

其中 𝜏越小，分配越接近 one-hot（更“硬”）。训练时可用
∑𝑘

𝑗=1 𝑝𝑖 ( 𝑗)c𝑖𝑗 作为连续近似的量化输出；推理时再取
硬编码

𝑡𝑖 = arg max
1≤ 𝑗≤𝑘

𝑝𝑖 ( 𝑗),

得到最终离散 PQ码用于检索。

补充：OPQ 与工程库 本节主要聚焦于[4] 的开创性工作，它首次系统提出了分子空间量化以显著降低存储与
计算开销，并在图像检索等任务中取得良好效果。在 PQ 提出后，[9] 进一步提出 Optimized Product Quantization

（OPQ），通过对原始向量施加旋转变换，使各子空间量化误差更均匀，从而提升整体表示能力与检索精度。[10]对
OPQ做了更深入的分析与优化，实现更好的准确率/速度平衡。这些方法已广泛集成于 Facebook的 FAISS库中，
成为大规模向量检索的经典组件。
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第五章 次线性算法

5.1 1-median问题

Sublinear Algorithm（次线性算法）是一类算法[1]，其时间复杂度或空间复杂度小于线性时间 𝑂 (𝑛) 或线性
空间 𝑂 (𝑛)（其中 𝑛是输入大小）。这些算法在处理大规模数据时尤为重要，因为它们可以避免遍历整个输入，节
省计算资源和存储空间。
次线性算法的特点
时间复杂度小于 𝑂 (𝑛): 如 𝑂 (𝑙𝑜𝑔𝑛)、𝑛𝜖 （其中 0 < 𝜖 < 1）、𝑂 (1)等。
不需要完整读取输入：往往通过随机采样、哈希或其他近似方法，从部分数据中推断整体情况。
适用于大规模数据：如流数据处理、机器学习、图分析等领域。

5.1.1 1-median problem

“1-median problem”[2]（也叫 1-中位数问题或 1 median problem）是设施选址问题中的一个经典优化问题。它
在运筹学、图论和数据科学中都有广泛应用。

定义 5.1 (1-median problem)

♣

给定一个加权无向图 𝐺 = (𝑉, 𝐸)，其中边的权重 𝑤(𝑒) 满足三角不等式（即 𝐺 是一个度量图），顶点数
|𝑉 | = 𝑛，边数 |𝐸 | =

(𝑛
2
)
（即 𝐺 是一个完全图）。目标是寻找一个顶点 𝑣∗ ∈ 𝑉 使得下式最小化：

𝑆(𝑣) =
∑
𝑝∈𝑉

𝑤(𝑝, 𝑣)

即选取一个顶点，使其到所有其他点的加权距离总和最小。

Goal: 找到一个顶点 𝑣0 ∈ 𝑉，使得：

𝑆(𝑣0) ≤ (1 + 𝛿)min
𝑣∈𝑉

𝑆(𝑣), 𝛿 > 0

想象一个 Oracle: 记作 Γ𝛿 (𝑝, 𝑞)


𝑆(𝑝) > (1 + 𝛿)𝑆(𝑞) 返回𝑞

𝑆(𝑞) > (1 + 𝛿)𝑆(𝑝) 返回𝑝

𝑆(𝑝) ≤ (1 + 𝛿)𝑆(𝑞) 且𝑆(𝑞) ≤ (1 + 𝛿)𝑆(𝑝) 返回𝑝或𝑞

那么做 𝑛 − 1次比较就能得到一个近似最小的顶点：在 𝑉 中的点上构建一个二叉树，每一个叶子节点是点
集 𝑉 中的点，每个内部节点对其子节点的函数 𝑆() 值进行比较，并选择较小的那个。将比较质量参数 𝛿′ 设置为
𝛿/log 𝑛，并将每个比较执行 𝑂 (log 𝑛)次，从而确保所有比较具有较高的正确概率。由于最小元素 𝑆(𝑝)最多被比
较 log 𝑛次，因此被选元素的值 𝑆(𝑞) 满足 (1 + 𝛿′)log 𝑛 ≤ 1 + 𝑂 (𝛿) 的界限。接下来就是怎么构造上面这样的一个
Oracle，且该 Oracle的时间复杂度是常数级别 Θ(1).

构造方法：分别以 𝑝, 𝑞为顶点，𝑟 为半径画球，定义 𝐻 = Ball(𝑝, 𝑟) ∪ Ball(𝑞, 𝑟)，𝑡 = 𝑤(𝑞, 𝑝)，𝑟 = 1
𝛿 𝑡。那么

分类讨论
(1)对于 ∀𝑣 ∉ 𝐻，都有
|𝑤(𝑣, 𝑝) − 𝑤(𝑣, 𝑞) | ≤ 𝑡
𝑤(𝑣, 𝑝), 𝑤(𝑣, 𝑞) ≥ 1

𝛿 𝑡
𝑤 (𝑣,𝑞)
𝑤 (𝑣,𝑝) ,

𝑤 (𝑣,𝑝)
𝑤 (𝑣,𝑞) ≤

𝑤 (𝑣,𝑝)+𝑡
𝑤 (𝑣,𝑞) = 1 + 𝑡

𝑤 (𝑣,𝑞) ≤ 1 + 𝛿
所以所有球外的顶点都不考虑。

(2)对于 ∀𝑣 ∈ 𝐻，都有



5.1 1-median问题

0 ≤ 𝑤(𝑣, 𝑝) ≤ 𝑡 + 𝑟 = (1 + 1
𝛿 )𝑡

0 ≤ 𝑤(𝑣, 𝑞) ≤ 𝑡 + 𝑟 = (1 + 1
𝛿 )𝑡

根据 Hoeffding Bounds。随机采样 𝑚个顶点（球内），对应的到顶点 𝑝的距离为 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚。如果我们希望

Prob[| 1
𝑚

𝑚∑
𝑖=1

𝑥𝑖 −
1
|𝐻 |

∑
𝑣∈𝐻

𝑤(𝑝, 𝑣) | ≥ 𝜖 (1 + 1
𝛿
)𝑡] ≤ 𝑒𝑂 (𝑚𝜖 2 ) = 𝑂 ( 1

𝑛
)

那么 𝑚 = 𝑂 ( 1
𝜖 2 𝑙𝑜𝑔𝑛)。因此只需要采样 𝑚个顶点就能近似 1

|𝐻 |
∑
𝑣∈𝐻 𝑤(𝑝, 𝑣)，使得

1
𝑚

𝑚∑
𝑖=1

𝑥𝑖 ∈ 𝑥 ± 𝜖 (1 +
1
𝛿
)𝑡

1
𝑚

𝑚∑
𝑖=1

𝑦𝑖 ∈ 𝑦̄ ± 𝜖 (1 +
1
𝛿
)𝑡

其中 𝑥 = 1
|𝐻 |

∑
𝑣∈𝐻 𝑤(𝑝, 𝑣), 𝑦̄ = 1

|𝐻 |
∑
𝑣∈𝐻 𝑤(𝑞, 𝑣)。

区分 𝑥和 𝑦̄: 假设 𝑥 > 𝑦̄,那么有

𝑥 − 𝜖 (1 + 1
𝛿
)𝑡 > 𝑦̄ + 𝜖 (1 + 1

𝛿
)𝑡

⇒ 𝜖 <
𝑥 − 𝑦̄

2(1 + 1
𝛿 )𝑡

根据三角不等式有 𝑥 + 𝑦̄ ≥ 𝑡，对 𝑥和 𝑦̄的取值范围进行分类讨论：
(1) 𝑥, 𝑦̄ ≥ 1

3 𝑡

(2) 𝑦̄ ≤ 1
3 𝑡, 𝑥 ≥

2
3 𝑡

得：
𝑚 = Θ( 1

𝛿4 𝑙𝑜𝑔𝑛)

所以，在 Θ( 1
𝛿4 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛)找到一个顶点 𝑣0 ∈ 𝑉，使得：

𝑆(𝑣0) ≤ (1 + 𝛿)min
𝑣∈𝑉

𝑆(𝑣), 𝛿 > 0.

5.1.2 k-median Problem

定义 5.2 (k-median)

♣

在集合 𝑋 中寻找 𝑘 个中心点 𝑐1, . . . , 𝑐𝑘 ∈ 𝑋，使得以下目标函数的值最小：∑
𝑝∈𝑋

min
𝑖=1,...,𝑘

𝑑 (𝑝, 𝑐𝑖),

其中 𝑑 (𝑝, 𝑐𝑖)表示点 𝑝到中心 𝑐𝑖 的距离。

我们给出了一个时间复杂度为 𝑂 (𝑛) 的 𝑘-median问题近似算法。该方法采用 Korupolu等人提出的 (𝛼, 𝛽)-近
似算法（以下简称 KPR算法）[3]。令 𝑠 = 𝑎

√
𝑘𝑛 log 𝑘，其中 𝑎 > 1的具体值稍后给出。算法流程如下：

1. 从 𝑋 中不放回地随机采样 𝑠个点，构成集合 𝑆；
2. 在 𝑆上运行 KPR的 𝑘-median算法，输出集合 𝐶′ = {𝑐′1, . . . , 𝑐′𝛽𝑘}；
3. 对于每个点 𝑝 ∈ 𝑋，将其分配给集合 𝐶′ 中离它最近的点，令 𝑑 (𝑝, 𝐶′)表示该距离；
4. 选取使得 𝑑 (𝑝, 𝐶′)最大的 𝑚 = 𝑏 𝑘𝑛𝛿 log 𝑘 个点构成集合 𝑀，其中 𝑏稍后确定；
5. 在 𝑀 上运行 KPR算法，得到输出中心集合 𝐶′′；
6. 输出 𝐶′ 和 𝐶′′。

我们设定 𝑎 = Θ

(
1
𝛿

√
log 1

𝛿

)
，𝑏 = Θ

(
1
𝛿2 log 1

𝛿

)
。算法的总运行时间为

𝑂

(
𝑘3𝑛 log 𝑘/𝛿2 log

1
𝛿

)
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5.2 平均距离问题

定理 5.1

♥

对于任意常数 𝛿 > 0，上述算法以概率 Ω(𝛿)返回一个

((1 + 𝛿)3(2 + 𝛼), 2𝛽)

近似解，用于 𝑘-median问题。

证明 证明过程详见[2]定理 1. ■

5.2 平均距离问题

5.2.1 平均距离问题

在几何图（边权 𝑑 可以看作一个度量）(𝑉, 𝑑) 中，时常需要计算平均距离
∑

𝑝<𝑞∈𝑉 𝑑 (𝑝, 𝑞)/
( |𝑉 |

2
)
. Indyk[2] 提

出了如下的次线性算法：
1. 独立同分布地以概率 𝑠

𝑚 采样每一条边，得到一个期望大小为 𝑠的边合 𝑆（𝑛, 𝑚分别是顶点数和边数, 𝑠 := 𝑎𝑛）。
2. 计算这些边的平均权重。

由Markov不等式，该随机算法的时间复杂度以很高概率为 𝑂 (𝑠)，主要用于计算算法的第 2步。我们的目标是，
提出误差为 𝛿的次线性算法，这就需要我们设计 𝑎的取值。

令 Δ为这个图的最大边权。不失一般性，假设最小的边权为 1（可以让全部的边权除以之，最后得出结果再
乘回来）。对于 0 < 𝜖 < 𝛿,我们取 𝑐 = 1+𝜖 , 𝐼𝑖 = [𝑐𝑖 , 𝑐 (𝑖+1) )（这里的上标是指数）。我们按照边权在哪个区间来定量
分析：𝑛𝑖 定义为边权落在 𝐼𝑖 的边的个数，𝑠𝑖 定义为 𝑆中边权在 𝐼𝑖 的边的个数，𝐴̃ =

∑
𝑖 𝑐
𝑖𝑛𝑖 , 𝐴

′ =
∑
𝑒∈𝑆 𝑑 (𝑒), 𝐴̃′ =

𝑚
𝑠

∑
𝑖 𝑐
𝑖𝑠𝑖 . 换句话说，我们用区间的端点取值去逼近真实的平均距离，从而有 𝐴 = (1± 𝜖) 𝐴̃, 𝐴′ = (1± 𝜖) 𝐴̃′. 故而，

为了得出平均距离，只需证明 𝐴̃′ 能近似拟合 𝐴̃. 注意到 𝐴̃ = E𝐴̃′，由切比雪夫不等式，为逼近 𝐴我们只需让方
差 𝐷2 ( 𝐴̃′)尽可能小。

回顾概率论中有指示函数 1X (𝑥) =


1 如果𝑥 ∈ X,

0 如果𝑥 ∉ X
. 从而有 𝑠𝑖 =

∑
𝑒:𝑑 (𝑒) ∈𝐼𝑖 1𝑒∈𝑆 . 由于每条边的采样是独立

的，且每条边仅可能落在一个区间 𝐼𝑖 内，可知 {𝑠𝑖 : 𝑖 ∈ N+}是一组独立随机变量。因此，

𝐷2 ( 𝐴̃′) =𝐷2 (𝑚
𝑠

∑
𝑖

𝑐𝑖𝑠𝑖) (定义)

=
𝑚2

𝑠2
𝐷2 (

∑
𝑖

𝑐𝑖𝑠𝑖) (提取系数)

=
𝑚2

𝑠2

∑
𝑖

𝐷2 (𝑐𝑖𝑠𝑖) (独立变量的和的方差)

=
𝑚2

𝑠2

∑
𝑖

𝑐2𝑖𝐷2 (
∑

𝑒:𝑑 (𝑒) ∈𝐼𝑖

1𝑒∈𝑆)

=
𝑚2

𝑠2

∑
𝑖

𝑐2𝑖
∑

𝑒:𝑑 (𝑒) ∈𝐼𝑖

𝐷2 (1𝑒∈𝑆) (同样是独立变量的和的方差)

≤𝑚
2

𝑠2

∑
𝑖

𝑐2𝑖
∑

𝑒:𝑑 (𝑒) ∈𝐼𝑖

E(12
𝑒∈𝑆) (对任何随机变量𝑋, 𝐷2 (𝑋) = E𝑋2 − (E𝑋)2)

=
𝑚2

𝑠2

∑
𝑖

𝑐2𝑖
∑

𝑒:𝑑 (𝑒) ∈𝐼𝑖

Pr(𝑒 ∈ 𝑆) (对任何事件 X,恒有E1X = Pr(𝑋))

=
𝑚2

𝑠2

∑
𝑖

𝑐2𝑖𝑛𝑖
𝑠

𝑚
=
𝑚

𝑠

∑
𝑖

𝑐2𝑖𝑛𝑖
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5.3 k-median问题

现在，可以应用切比雪夫不等式，得到

Pr(| 𝐴̃′ − 𝐸 [ 𝐴̃′] ≥ 𝜖 · 𝐸 [ 𝐴̃]) ≤ 1
𝜖 2𝐸2 [ 𝐴̃′ ]
𝐷2 [ 𝐴̃′ ]

=
𝐷2 [ 𝐴̃′]
𝜖2𝐸2 [ 𝐴̃′]

=
1
𝜖2
𝑚

𝑠
𝐹,

(5.1)

上式的 𝐹 =
∑
𝑐2𝑖𝑛𝑖∑
𝑐2𝑖𝑛2

𝑖

.这是源于 E[ 𝐴̃′] ≥
∑
𝑖 𝑐

2𝑖𝑛2
𝑖，所以，只需约束 𝐹 的上界.

由于三角不等式，如果 𝑑 (𝑎, 𝑏) = Δ, 则对任何 𝑝 ∈ 𝑉 必有 𝑑 (𝑝, 𝑎) ≥ Δ
2 或 𝑑 (𝑝, 𝑏) ≥ Δ

2，即每个顶点对应
至少一条临边充分长。设最大的非空区间下标为 𝑘 = log𝑐 Δ, 则有 𝑘 − log𝑐 2 = log𝑐 Δ

2 . 根据 𝐼 𝑗 的定义对边权
大于 Δ

2 的边计数，有
∑
𝑘−log𝑐 2≤ 𝑗≤𝑘 𝑛 𝑗 ≥ 𝑛 − 1. 由鸽巢原理，存在 𝑘 − log𝑐 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘，使得 𝑛 𝑗 ≥ 𝑛−1

log𝑐 2 . 令
𝑃 = {𝑖 : 𝑁𝑖 ≥ 𝑡 := 𝛼𝑛} − 𝑗 , 对应权重充分大的边组成的集合，注意这里的 𝛼 是一个待优化的参数。将 𝐹 记为
𝑁1+𝑁2
𝑀1+𝑀2

,而 𝑀1 =
∑
𝑖∈𝑃 𝑐

2𝑖𝑛2
𝑖 , 𝑀2 =

∑
𝑖∉𝑃 𝑐

2𝑖𝑛2
𝑖 , 𝑁1 =

∑
𝑖∈𝑃 𝑐

2𝑖𝑛𝑖 , 𝑁2 =
∑
𝑖∉𝑃 𝑐

2𝑖𝑛𝑖 .由定义， 𝑁1
𝑀1
≤ 1
𝑡 .

𝑁2 ≤ 𝑡
∑

𝑐2𝑖 ≤ 𝑡 𝑐
2(𝑘+1)

𝑐2 − 1
≤ Δ2 (1 + 𝜖)2

𝜖
𝑡

而 𝑀2 ≥ ( Δ2
𝑛−1

log2
𝑐 2
)2,故而

𝑁2

𝑀2
≤ 𝑛

(𝑛 − 1)2
4 log2

𝑐 2𝛼(1 + 𝜖)2
𝜖

.

从而 𝐹 ≤ max( 𝑁1
𝑀1
, 𝑁2
𝑀2
). 设置 𝛼 = Θ(𝜖 3

2 ),得到 𝐹 = 𝑂 (𝜖− 3
2

1
𝑛 ). 接下来只需根据式(5.1)调整算法输出坏结果的

概率：设置 𝜖 = Θ(𝛿), 𝑎 = 𝑂 (𝛿− 7
2 ),我们得到了一个常数概率下，时间复杂度为 𝑂 ( 𝑛

𝛿
7
2
)的 (1 + 𝛿)-近似算法。

5.3 k-median问题

我们首先分析 k-中值（k-median）问题。给定一个有限度量空间 (𝑉, 𝜇)，𝑉 表示点集，𝜇表示两个点间的距
离函数。k-中值问题旨在从 𝑉 中选择 𝑘 个中心，使得所有点到其最近中心的距离之和最小。

定义：
𝐶 = {𝑐1, . . . , 𝑐𝑘} ⊆ 𝑉 为选出的 𝑘 个中心。
𝜇(𝑣, 𝐶) = min1≤𝑖≤𝑘 𝜇(𝑣, 𝑐𝑖)为点 𝑣到最近中心的距离。
定义总代价为：

medopt(𝑉, 𝑘) = min
𝐶⊆𝑉, |𝐶 |=𝑘

∑
𝑣∈𝑉

𝜇(𝑣, 𝐶)

平均成本为：

medavg(𝑉, 𝑘) =
1
|𝑉 | ·medopt(𝑉, 𝑘)

对任意子集𝑈 ⊆ 𝑉 和中心集合 𝐶，定义其平均代价为：

costavg(𝑈,𝐶) =
1
|𝑈 |

∑
𝑣∈𝑈

𝜇(𝑣, 𝐶)

5.3.1 方法概述

我们研究以下自然采样方案的近似保证：
步骤 1： 从数据集合 𝑉 中独立均匀随机（i.u.r.）选取大小为 𝑠的多重子集 𝑆。
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5.3 k-median问题

步骤 2： 在样本 𝑆上运行 𝛼-近似算法 A，得到解 𝐶∗。
步骤 3： 输出 𝐶∗ 作为原问题的近似解。

分析框架

第一步：证明 cost(𝑆, 𝐶opt)能以高概率近似 cost(𝑉,𝐶opt)，其中 𝐶opt 是 𝑉 的最优解。
第二步：由于 𝐶opt 可能不在 𝑆中（𝑘-中值问题需中心点属于样本），需证明 𝑆中存在一个可行解，其成本
不超过 𝑐

𝛼 · cost(𝑆, 𝐶opt)（𝑐 ≥ 𝛼为常数）。
关键引理：若某个解 𝐶 对 𝑉 的成本高于 𝑐 · cost(𝑉,𝐶opt)，则它要么不是 𝑆的可行解，要么在 𝑆上的成本高
于 𝑐 · cost(𝑆, 𝐶opt)。
结论：由于算法 A返回的解 𝐶∗在 𝑆上的成本不超过 𝑐 · cost(𝑆, 𝐶opt)，因此 𝐶∗对 𝑉 的成本也以高概率不超
过 𝑐 · cost(𝑉,𝐶opt)。
在分析具体问题之前，我们先介绍本文中所采用的算法思路：

采样方案 (𝑉, 𝐴, 𝑠)：
1. 从输入集合 𝑉 中独立均匀地采样一个大小为 𝑠的多重集合 𝑆；
2. 对样本集 𝑆，运行某个 𝛼-近似算法 𝐴得到解 𝐶∗；
3. 返回解 𝐶∗ 作为最终结果（例如，𝑘 个中心点）；
我们希望分析的问题是：当我们在 𝑆上运行近似算法 𝐴时，得到的解 𝐶∗对原始集合 𝑉 的质量如何？

分析策略分两步：
1. 我们首先证明，对于给定问题的最优解 𝐶opt，其在 𝑆上的成本 cost(𝑆, 𝐶opt)与在 𝑉 上的成本 cost(𝑉,𝐶opt)是
接近的，具有高概率保证。

2. 由于 𝐶opt不一定是 𝑆的可行解（例如，𝐶opt可能不在 𝑆中），我们进一步证明：存在一个 𝑆中的可行解，其
成本最多为 𝑐 · cost(𝑆, 𝐶opt)（𝑐 ≥ 𝛼为某个常数）。
由此我们得到：算法 𝐴会返回成本 ≤ 𝑐 · cost(𝑆, 𝐶opt) 的解 𝐶∗。
再结合上述第一步，我们最终得到：

cost(𝑉,𝐶∗) ≤ 𝑐 · cost(𝑉,𝐶opt)

从而保证了该采样算法在全体输入上是 𝑐-近似的。

5.3.2 主要定理

定理 1

设 (𝑉, 𝜇)是一个度量空间。令 0 < 𝛿 < 1、𝛼 ≥ 1、0 < 𝛽 ≤ 1且 𝜖 > 0为近似参数。设 Λ是一个在度量空间
中解决 𝑘-中值问题的 𝛼-近似算法。如果我们选择一个样本集 𝑆 ⊆ 𝑉，其大小满足

𝑠 ≥ 𝑐𝛼
𝛽

(
𝑘 + Δ

𝜖 𝛽

(
𝛼 ln

(
1
𝛿

)
+ 𝑘 ln

(
𝑘𝛼

𝜖 𝛽2

)))
,

其中 𝑐是某个正的常数，并对样本集 𝑆 运行算法 Λ，那么对算法得到的解 𝐶∗，以下式子以至少 1 − 𝛿的
概率成立：

costavg(𝑉,𝐶∗) ≤ 2(𝛼 + 𝛽) ·medavg(𝑉, 𝑘) + 𝜖

为了开始分析解 𝐶∗的近似质量和定理 1的证明，我们先介绍一些基本符号。
若集合 𝐶 的平均代价满足
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5.3 k-median问题

costavg (𝑉,𝐶) > (𝛼 + 𝛽) ·medavg(𝑉, 𝑘)

则称 𝐶 为 𝛽-坏的 𝛼-近似（𝛽-bad 𝛼-approximation）。否则称其为 𝛽-好的 𝛼-近似。

引理 5.1

♥

设 𝑆是一个大小为

𝑠 ≥ 3Δ𝛼(1 + 𝛼/𝛽) ln(1/𝛿)
𝛽 ·medavg (𝑉, 𝑘)

的多重集，从 𝑉 中独立均匀随机选择。
如果一个 𝛼-近似算法 A 在输入 𝑆上运行，那么对于 A 返回的解 𝐶∗，以下结论成立：

Pr
[
costavg(𝑆, 𝐶∗) ≤ 2(𝛼 + 𝛽) ·medavg(𝑉, 𝑘)

]
≥ 1 − 𝛿

引理 5.2

♥

设 𝑆是从 𝑉 中选出的 𝑠个点组成的多重集，并满足：

𝑠 ≥ 𝑐
©­­«(1 + 𝛼/𝛽)𝑘 +

(𝛼 + 𝛽)Δ
(
ln(1/𝛿) + 𝑘 ln

(
𝑘 (𝛼+𝛽)Δ

𝛽2 ·medavg (𝑉,𝑘 )

))
𝛽2 ·medavg(𝑉, 𝑘)

ª®®¬ ,
其中 𝑐是某个正的常数。
设 C是 𝑉 的 𝑘-中值问题中所有 (2𝛼 + 6𝛽)-坏解的集合。则

Pr
[
∃C𝑏 ∈ C满足C𝑏 ⊆ 𝑆且costavg(𝑆, C𝑏) ≤ 2(𝛼 + 𝛽) ·medavg (𝑉, 𝑘)

]
≤ 𝛿

上述两个引理的证明参见[4]的 section 2. 引理 5.1保证算法返回的解 𝐶∗在样本上表现良好，引理 5.2保证这
样的解 𝐶∗不会是一个在原问题中表现很差的“伪优解”。

因此，定理 1能够断言：在适当的采样规模下，样本上运行的近似算法会返回一个在全体数据集上也表现
良好的聚类解，而且概率高达 1 − 2𝛿. 接下来我们给出定理 1的证明。
证明 设 𝛽∗ 是一个将在稍后证明中设定的正参数。设 𝑠被选择使得引理 2.2和 2.3的前提条件在 𝛽被 𝛽∗ 替换后
成立，即

𝑠 ≥ 𝑐(1 + 𝛼/𝛽∗)
(
𝑘 + Δ

𝛽∗𝑚𝑒𝑑avg (𝑉, 𝑘)

(
𝛼 ln(1/𝛿) + 𝑘 ln

(
𝑘 (𝛼 + 𝛽∗)Δ

(𝛽∗)2𝑚𝑒𝑑avg(𝑉, 𝑘)

)))
(5.2)

对于某个常数 𝑐。
设 𝑆是从 𝑉 中以均匀分布随机选择的 𝑠个点的多重集。那么根据引理 2.3，以至少 1 − 𝛿的概率，没有集合

𝐶 ⊆ 𝑆是 𝑉 的 𝑘-中值问题的 (2𝛼 + 6𝛽∗)-坏解，同时满足不等式

𝑐𝑜𝑠𝑡avg (𝑆, 𝐶) ≤ 2(𝛼 + 𝛽∗)𝑚𝑒𝑑avg (𝑉, 𝑘)

另一方面，如果我们对集合 𝑆运行算法 A，则根据引理 2.2，结果集合 𝐶∗以至少 1 − 𝛿的概率满足

𝑐𝑜𝑠𝑡avg (𝑆, 𝐶∗) ≤ 2(𝛼 + 𝛽∗)𝑚𝑒𝑑avg (𝑉, 𝑘)

结合上述结论表明，以至少 1 − 2𝛿的概率，集合 𝐶∗是 𝑉 的 𝑘-中值问题的 (6𝛽∗, 2𝛼)-好解，即

Pr
[
𝑐𝑜𝑠𝑡avg(𝑉,𝐶∗) ≤ (2𝛼 + 6𝛽∗)𝑚𝑒𝑑avg (𝑉, 𝑘)

]
≥ 1 − 2𝛿

为了完成证明，我们只需要在公式 (5)中设定参数 𝛽和 𝜖 并证明 𝑚𝑒𝑑avg (𝑉, 𝑘) 在 1/𝛿的范围内。
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5.4 亚线性图算法：Sublinear Algorithms for Graphs

首先我们考虑当 medavg(𝑉, 𝑘) ≤ 𝜖 的情况。我们使用公式 (5)和 (6)，并令 𝛽∗ = 1
6 ·

𝜖
medavg (𝑉,𝑘 )。由于 𝛽∗ ≥ 1

6，
那么如果满足条件

𝑠 ≥ 𝑐(1 + 𝛼)
(
𝑘 + Δ

𝜖

(
𝛼 ln

(
1
𝛿

)
+ 𝑘 ln

(
𝑘 (𝛼 + 1)Δ

𝜖

)))
,

其中 𝑐是某个正的常数，则以至少 1 − 2𝛿的概率，我们可以得到：

costavg (𝑉,𝐶∗) ≤ (2𝛼 + 6𝛽∗) ·medavg (𝑉, 𝑘) = 2𝛼 ·medavg (𝑉, 𝑘) + 𝜖

注意这个界限与参数 𝛽无关。
接下来我们考虑当medavg (𝑉, 𝑘) > 𝜖的情况。此时，由公式 (5)和 (6)可知，对于某个正的常数 𝑐，并令 𝛽 = 3𝛽∗，

如果满足

𝑠 ≥ 𝑐
(
1 + 𝛼

𝛽

) (
𝑘 + Δ

𝛽𝜖

(
𝛼 ln

(
1
𝛿

)
+ 𝑘 ln

(
𝑘Δ(1 + 𝛼/𝛽)

𝛽2𝜖

)))
,

那么以至少 1 − 2𝛿的概率，我们可以得到：

costavg (𝑉,𝐶∗) ≤ 2(𝛼 + 𝛽) ·medavg (𝑉, 𝑘)

结合上述两个情况的界限，得证。 ■

5.4 亚线性图算法：Sublinear Algorithms for Graphs

当输入的规模过于庞大时，算法读取全部的输入需要花费大量的时间。因此，我们关心一类算法，只读取输
入的极少一部分的信息，就能得到由理论保证的解——亚线性时间算法。假设输入的规模是 𝑁，则亚线性时间
算法的运行时间只需要 𝑜(𝑁)。亚线性时间算法的优良性质来自于对问题的近似以及随机性。特别地，本节课我
们学习图数据结构上的亚线性时间算法。

5.4.1 背景知识

由于亚线性算法不能读取完整的输入，算法通过查询对输入进行访问。假设图的顶点集合是已知的，例如
𝑉 = {1, 2, . . . , 𝑛}，但图的边集是未知的，需要查询。有以下三种标准的查询模型：

邻接链表查询模型：对任意顶点 𝑢，可以查询其度数 deg(𝑢)，以及它的邻居，可以通过存储一个邻接链表
来实现。这个模型更适用于稀疏图。
邻接矩阵查询模型：对任意的点对 (𝑢, 𝑣)，在 𝑂 (1)的时间内判断它们之间是否连边，可以通过存储一个邻
接矩阵来实现。这个模型更适用于稠密图。
广义查询模型：既可以查询邻接链表，也可以查询邻接矩阵。即：可以查询任意顶点 𝑢的度数和邻居，也
可以查询点对 (𝑢, 𝑣) 是否连边。可以通过同时存储邻接链表和邻接矩阵来实现。
除此之外，有些算法会允许别的查询，比如边采样的查询，即在查询的时候返回一条均匀随机采样的边。在

接下来的笔记里，我们主要关注邻接链表查询模型。
除了查询模型，亚线性时间算法主要有以下几种算法框架：
性质检测 (Property Testing)：对于图的一些性质，如连通性、是否是平面图等，若图符合该性质，返回 Yes；
若图远离该性质，返回 No。
参数近似 (Approximate Parameters)：近似图中的一些参数的数值，如最小生成树的权重的值，最大匹配的
大小的值等。
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5.4 亚线性图算法：Sublinear Algorithms for Graphs

局部计算 (Local Computation)：有时我们不只关心图的参数，还关注具体结构，如MST的结构。但光是输
出MST就需要 Ω(𝑛)的时间了。因此，在亚线性时间算法中，我们根据图的局部信息，揭示图的部分结构。
例如对于任意一条边，返回其是否属于最小生成树，或者返回其是否属于最大匹配等。
前两种框架只输出一个数值，而第三种框架是在我们关心图的某种结构、但又不能花大量时间把结构完全

输出时采取的。

5.4.2 性质检测

目标：通过查询模型对图进行访问，要求在尽可能少的查询次数下，判断图 𝐺 是否具有性质 𝑃，或是远离
性质 𝑃。例如：判断图的连通性，是否是二部图，能否进行 3-染色，是否是平面图等。如果图 𝐺 具有性质 𝑃，以
至少 2

3 的概率接受 𝐺；如果 𝐺 远离性质 𝑃，以至少 2
3 的概率拒绝 𝐺。对于既不满足 𝑃又不远离 𝑃的那部分图，

我们不要求算法输出有保证的结果。
以检测图的连通性为例，思考如何辨别以下两种图：

𝐺1：由 𝑛个点组成的环 𝐺2：一个长为 𝑛
2 的环 +

𝑛
4 条互不相交的边

为了区分 𝐺1 和 𝐺2，可以采样常数个点（比如采样 10个点），然后从采样的这些点出发，做两步广度优先
搜索。如果在搜索的过程中发现了孤立的边，说明是 𝐺2，输出 No（即不连通）。

证明思路：在 𝐺2中，连着孤立边的点有 𝑛
4 · 2 = 𝑛

2 个，占总数的一半，均匀随机地采样 10个点，采样的点
全都没连到孤立边的概率是 ( 12 )10。只要采样到孤立边对应的点，经过两步广度优先搜索，就一定能判断该图是
𝐺2。因此，以至少 1 − 1

210 ≥ 2
3 的概率，采样 10个点就能区分 𝐺1和 𝐺2。

如果要精确地判断一个任意的图是否连通，算法至少需要 Ω(𝑛 + 𝑚)次查询，例如，图中只有一个点是孤立
的，其余所有点都连通，算法必须找到孤立点，则需要遍历所有的点。因此，要设计亚线性时间的算法，我们允
许算法对图的性质进行近似。

检测连通性 (度数受限图下的邻接链表模型)

假设图 𝐺 的最大度数是一个常数，记为 𝑑。远离性质 𝑃的形式化定义如下：

定义 5.3

♣

如果需要对图 𝐺 修改至少 𝜀𝑑𝑛条边才能使得 𝐺 满足性质 𝑃（修改边之后最大度数仍然是 𝑑），就称图 𝐺

是 𝜀-远离性质 𝑃的。

例如，在图 5.2中，左图是连通的，而右图更稀疏，需要添加很多条边才能连通，是远离连通性的。
对于远离连通的图，我们观察到：如果一个图是远离连通的，图中应该有大量较小的连通片（连通片的大小

即该连通片包含的点的数量）。因此我们通过采样一些点，再从这些点出发做广度优先搜索，就能把小的连通片
挖掘出来，从而判断图的连通性。这个观察可以形式化地表现为下面这个断言。

断言 5.1 ([5]) 如果图 𝐺 是 𝜀-远离连通性，则至少有 𝜀𝑑𝑛
8 个连通片的大小是 ≤

8
𝜀𝑑 的。
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连通图 远离连通性的图

图 5.2: 图的连通性检测

证明 记图 𝐺 的连通片数量为 𝑐。当 𝐺 不连通时，需要添加 𝑐 − 1条边才能使其连通（将所有连通片连起来）。由
于 𝐺 是 𝜀-远离连通性，至少需要修改 𝜀𝑑𝑛条边才能使 𝐺 连通。因此，𝑐 − 1 ≥ 𝜀𝑑𝑛，即 𝑐 ≥ 𝜀𝑑𝑛。
记 𝐺 中连通片大小超过 8

𝜀𝑑 的数量为 𝑐1，大小 ≤ 8
𝜀𝑑 的连通片的数量为 𝑐2，则 𝑐1 + 𝑐2 = 𝑐。由于

𝑛 = 𝐺 中的顶点数 =
∑

𝐺中的连通片 𝑆

|𝑆 | ≥
∑

𝑆: |𝑆 |> 8
𝜀𝑑

|𝑆 | ≥ 𝑐1 ·
8
𝜀𝑑

所以 𝑐1 ≤ 𝜀𝑑𝑛
8 ，因此 𝑐2 = 𝑐 − 𝑐1 ≥ 𝜀𝑑𝑛 − 𝜀𝑑𝑛

8 ≥
𝜀𝑑𝑛

8 。该断言得证。 ■
基于以上观察，我们可以设计判断图的连通性的亚线性算法，TESTINGCONNECTIVITY：

1. 重复 𝑠 = 𝑂 ( 1
𝜀𝑑 )次迭代：

1.1 均匀随机地采样一个顶点 𝑢

1.2 判断 𝑢所在的连通片的大小是否较小：
1.2.1 从 𝑢出发进行广度优先搜索。如果把 𝑢所在的连通片都访问完，或者已经访问了 𝑡 := Θ( 1

𝜀𝑑 )个顶
点，结束搜索。

1.2.2 如果发现了一个大小 < 𝑡 的连通片，拒绝图 𝐺（即认为 𝐺 远离连通性）
2. 接受图 𝐺（即认为 𝐺 是连通的）

Algorithm 4连通性检测算法
1. Input: 一个整数 𝑛 ∈ Z>0，𝜖 ∈ (0, 1)，以及对图 𝐺 上 𝑛个顶点的查询访问。
2. for 𝑠 := Θ(1/(𝑑𝜖))次 do

(a). 从 𝑉 中随机均匀地抽样一个顶点 𝑣。
(b). 从 𝑣开始进行广度优先搜索（BFS），直到到达 2/(𝑑𝜖)个顶点，或者无法到达新的顶点为止。
(c). if找到了一个（大小小于 𝑛的）连通分量 then

I. 拒绝。
(d). end if

3. end for
4. 接受。

定理 5.2 ([5])

♥
算法 TESTINGCONNECTIVITY能在 𝑂 ( 1

𝜀2𝑑
)次查询内，检测图的连通性。

证明 查询复杂度：从每个被采样的点出发，广度优先搜索最多访问 Θ( 1
𝜀𝑑 )个点，最多有 Θ( 1

𝜀𝑑 · 𝑑) = Θ( 1
𝜀 )次查

询。算法采样了 𝑂 ( 1
𝜀𝑑 )个点，因此总查询复杂度是 𝑂 ( 1

𝜀𝑑 ·
1
𝜀 ) = 𝑂 (

1
𝜀2𝑑
)。

正确性：如果图 𝐺 是连通的，算法 TESTINGCONNECTIVITY 不会发现大小 < 𝑡 的连通片，因此一定会接受
𝐺。如果 𝐺 是 𝜀-远离连通性，令 𝑡 = 8

𝜀𝑑，则根据断言 5.1，大小 < 𝑡 的连通片至少有 𝜀𝑑𝑛
8 个，占顶点总数的比例

为 𝜀𝑑𝑛
8 /𝑛 =

𝜀𝑑
8 。取 𝑠 = 2/ 𝜀𝑑8 = 16

𝜀𝑑，则采样 𝑠个点均没有落在 < 𝑡 的连通片内的概率最多是(
1 − 𝜀𝑑

8

)𝑠
< 𝑒−

𝜀𝑑
8 ·𝑠 = 𝑒−2 <

1
3
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因此，当 𝐺 是 𝜀-远离连通性时，以至少 2
3 的概率，采样的 𝑠个点中，至少存在一个点所在的连通片大小是

< 𝑡，算法就会拒绝 𝐺。 ■

检测二部性（稠密图上的邻接矩阵模型）

在本节中，我们展示二分图性质是可用常数查询测试的。我们的算法同样简单明了：我们从顶点集 𝑉 中抽
样一个大小为常数的顶点集 𝑆，通过查询 𝑆 中所有顶点对，得到诱导子图 𝐺 [𝑆]，然后检查该诱导子图 𝐺 [𝑆] 是
否为二分图。详见算法算法 5。

Algorithm 5二部性检测算法
1. Input: 一个整数 𝑛 ∈ Z>0，𝜖 ∈ (0, 1)，以及对图 𝐺 = (𝑉, 𝐸)上 𝑛个顶点的查询访问。
2. 随机均匀地选择一个顶点集 𝑆，其中 |𝑆 | = Θ(𝜖−2 log 𝜖−1)。
3. 查询所有顶点对 (𝑢, 𝑣)，其中 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑆。
4. if 𝐺 [𝑆] 是二分图 then
5. 接受。
6. else
7. 拒绝。
8. end if

定理 5.3

♥
算法 5以至少 2/3的概率成功。

证明 若 𝐺 是二分图，则其任意导出子图（包括 𝐺 [𝑆]）也是二分图，因此算法会接受。
现在假设 𝐺 与任意二分图的距离至少为 𝜖（即 𝜖-远）。证明的主要思想如下：将采样集 𝑆划分为两个不交集

合 𝑇 与𝑈，其中

|𝑇 | = 4
𝜖
· ln

(
𝜖

8/3

)
,

集合𝑈 由剩余的采样顶点组成。我们首先证明：以高概率，几乎所有顶点都至少有一个邻居在 𝑇 中。暂且假设
这一条件成立。

考虑任意一个 𝑇 的二染色 𝜒 : 𝑇 → {红,蓝}。若要将 𝜒扩展为整个图的合法二染色，一个必要条件是：红色
顶点的邻居必须是蓝色，蓝色顶点的邻居必须是红色。这样，𝑇 的一个固定染色为 𝑉 \ 𝑇 中的每个顶点施加了一
个必要的颜色限制（若某顶点同时邻接红蓝两色顶点，则我们可视作它仅邻接蓝色顶点）。

据此，我们得到一个扩展染色 𝜒′，它可能合法也可能不合法，但一定满足上述必要条件，且它为𝑈 中的顶
点确定了颜色。由于 𝐺 是 𝜖-远离二分图的，因此在染色 𝜒′ 下至少有 𝜖𝑛2条单色边。

我们将𝑈 划分为
𝜖2 ·

(
|𝑇 | + ln(6)

)
对（如果有剩余顶点则忽略）。任意一对顶点命中单色边的概率至少为 𝜖，因此所有对都未命中单色边的概率至
多为

(1 − 𝜖) 𝜖 2 ( |𝑇 |+ln 6) ≤ 1
6
· 2−|𝑇 | .

因此：
Pr[∃ 𝑇 ∪𝑈 的合法二染色] ≤

∑
𝜒 为 𝑇 的二染色

Pr[𝑈 对 𝜒′ 无单色边] ≤ 2 |𝑇 | · 1
3
· 2−|𝑇 | = 1

3
.

接下来考虑并非每个顶点都有邻居在 𝑇 的情形。定义

Γ(𝑇) = 𝑇 ∪ {𝑣 ∈ 𝑉 \ 𝑇 | ∃𝑢 ∈ 𝑇, (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸}.
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断言 5.2 若 |𝑇 | ≥ 4
𝜖 ln

(
𝜖

8/3

)
，则以概率至少 1 − 1

3 有∑
𝑣∉Γ (𝑇 )

deg(𝑣) ≤ 𝜖𝑛
2

2
.

证明 对于度数至少 𝜖𝑛/4的顶点 𝑣，有

Pr[𝑣 ∉ Γ(𝑇)] ≤ (1 − 𝜖/4) |𝑇 | ≤ 𝜖

8/3 .

记 𝑋𝑣 为指示变量，表示事件 𝑣 ∉ Γ(𝑇)。则

E[𝑋𝑣] ≤
𝜖

8/3 , E

[∑
𝑣∈𝑉

𝑋𝑣

]
≤ 𝜖𝑛

8/3 .

由Markov不等式可得

Pr

[∑
𝑣∈𝑉

𝑋𝑣 >
𝜖𝑛

4

]
<

1
3
.

由于任意顶点度数 ≤ 𝑛，可得结论成立。 ■
假设 𝑇 是好的（即满足上述结论），并取 𝑇 的一个合法二染色 𝜒。定义扩展染色 𝜒′ 如下：

𝜒′ (𝑣) =


𝜒(𝑣), 𝑣 ∈ 𝑇,

1, ∃𝑢 ∈ 𝑇, (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸, 𝜒(𝑢) = 2,

2, 否则.

断言 5.3 若 𝐺 是 𝜖-远离二分图，且
∑
𝑣∉Γ (𝑇 ) deg(𝑣) ≤ 𝜖 𝑛2

2 ，则在 Γ(𝑇)中由 𝜒′ 诱导的单色边数超过 𝜖 𝑛2

2 。

证明 由于 𝐺 是 𝜖-远离二分图，任何染色 𝜒′ 都至少有 𝜖𝑛2 条单色边。其中至多 𝜖 𝑛2

2 条与 𝑉 \ Γ(𝑇) 相邻，因此
Γ(𝑇)中的单色边数超过 𝜖 𝑛2

2 。 ■
最后，将𝑈 划分为

2
𝜖
· ( |𝑇 | + ln 6)

对。由上述引理，每对顶点命中单色边的概率至少为 𝜖/2，因此无对命中单色边的概率至多

(1 − 𝜖/2) 𝜖 2 ( |𝑇 |+ln 6) ≤ 1
6
· 2−|𝑇 | .

综合各项概率估计可知，算法接受的概率至多 1/3，因此拒绝的概率至少为 2/3。 ■

5.4.3 参数近似

目标：通过查询模型对图进行访问，要求在尽可能少的查询次数下，比较好地近似图中的一些参数。例如：
最小生成树的权重的值，边的数量，最大匹配的大小，给定子图的数量等。

估算最小生成树的权重

在本小节中，我们研究近似最小生成树的权重。即：在图 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 中找到一棵树 𝑇 ⊆ 𝐸，使得树的权重
𝑤(𝑇) =

∑
(𝑢,𝑣) ∈𝑇 𝑤(𝑢, 𝑣) 最小。最小的权重对应的树记为 𝑇∗，其权重记为 𝑤(𝐺) = 𝑤(𝑇∗)。注意到，如果精确地

计算最小生成树或者其权重，需要线性的时间，但我们可以在亚线性时间内对其权重进行近似。

最小生成树权重的公式
定义 5.4

♣

记 𝐺 (ℓ ) 表示 𝐺 的子图，𝐺 (ℓ ) 的顶点集合与 𝐺 相同，边集包含 𝐺 中所有权重 ≤ ℓ的边。记 𝐺 (ℓ ) 中连通片
的数量为 𝑐 (ℓ )。

基于上述定义，我们有以下观察：
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断言 5.4 记 𝑛 = |𝑉 |为图 𝐺 的顶点数，𝑊 表示 𝐺 的最大权重。则 𝐺 中最小生成树的权重满足：𝑤(𝐺) = 𝑛 −𝑊 +∑𝑊−1
𝑖=1 𝑐 (𝑖)。

证明 记MST中权重为 𝑖的边的数量为 𝛼𝑖，根据 Kruskal算法，不同的MST中，𝛼𝑖 的值是一样的。观察到：∑𝑊
𝑖=1 𝛼𝑖 = 𝑛 − 1，因为最小生成树上一共有 𝑛 − 1条边

对于任意的 ℓ ∈ [𝑊]，有
∑
𝑖>𝑙 𝛼𝑖 = 𝑐

(ℓ ) − 1，因为要想把 𝐺 (ℓ ) 中的所有连通片连起来，需要用到 𝑐 (ℓ )−1 条
边，而这些边的权重都 > ℓ，且使用最小生成树上的边就足够把这些连通片连起来了（因为最小生成树是
连通的）
𝑐 (0) = 𝑛，因为已经假设图 𝐺 的边权属于 {1, . . . ,𝑊}，没有一条边的权重是 0，因此 𝐺 (0) 中没有一条边，每
个顶点都是孤立点
因此，最小生成树的权重可以写成：

𝑤(𝐺) =
𝑊∑
𝑖=1

𝑖 · 𝛼𝑖

=
𝑊∑
𝑗=1
(
𝑊∑
𝑖= 𝑗

𝛼𝑖)

=
𝑊∑
𝑗=1
(𝑐 ( 𝑗−1) − 1) (利用

∑
𝑖>ℓ 𝛼𝑖 = 𝑐

(ℓ ) − 1)

= 𝑛 −𝑊 +
𝑊−1∑
𝑗=1

𝑐 ( 𝑗 )

■

估算连通片的数量 有了断言 5.4，我们就只需要估算 𝑐 (ℓ )，即每个子图 𝐺 (ℓ ) 的连通片的数量。
对顶点 𝑢，记 𝑛(𝑢)表示 𝑢所在的连通片中顶点的数量。对任意连通片 𝐴，观察到：

∑
𝑢∈𝐴

1
𝑛(𝑢) =

∑
𝑢∈𝐴

1
|𝐴| = 1。

进一步，记图 𝐺 的全体连通片的集合为 C，则有：
∑
𝑣∈𝑉

1
𝑛(𝑣) =

∑
𝐴∈C

∑
𝑢∈𝐴

1
𝑛(𝑢) =

∑
𝐴∈C 1 = |C|，即图中连通

片的数量。
因此，如果对每个顶点 𝑣，𝑛(𝑣)的值是已知的，我们只需要进行简单的操作即可估算连通片的数量：

1. 将求和 𝑠𝑢𝑚初始化为 0

2. 重复 𝑠次迭代：
2.1 均匀随机地采样一个点 𝑣 ∈ 𝑉
2.2 计算 𝑠𝑢𝑚 ← 𝑠𝑢𝑚 + 1

𝑛(𝑣)
3. 输出 𝑐 = 𝑛 · 𝑠𝑢𝑚𝑠
当然，实际情况中，𝑛(𝑣)是未知的，因此我们考虑估算 𝑛(𝑣)的值。参考算法 TESTCONNECTIVITY，我们得

到一个估算连通片数量的算法 A：
1. 将求和 𝑠𝑢𝑚初始化为 0

2. 重复 𝑠 = 𝑂 (1/𝜀3)次迭代：
2.1 均匀随机地采样一个点 𝑣 ∈ 𝑉
2.2 从 𝑣出发做广度优先搜索，如果在遍历完整个连通片之前访问了超过 2

𝜀 个顶点，令 𝑛̃(𝑣) = 2
𝜀；

否则，如果遍历完整个连通片时访问的点数 ≤ 2
𝜀，令 𝑛̃(𝑣) = 𝑛(𝑣)，即访问的点数

2.3 计算 𝑠𝑢𝑚 ← 𝑠𝑢𝑚 + 1
𝑛̃(𝑣)

3. 输出 𝑐 = 𝑛 · 𝑠𝑢𝑚𝑠

引理 5.3

♥

对于图 𝐺，记其连通片的数量为 𝑐。上述算法 A 输出的估计值 𝑐，以至少 2
3 的概率满足 |𝑐 − 𝑐 | ≤ 𝜀𝑛。算

法 A 的运行时间为 𝑂 ( 𝑑
𝜀4 )
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证明 运行时间：对于每个采样的顶点，从它出发探索的点数最多为 2
𝜀，由于顶点度数最大是 𝑑，因此广度优先

搜索的时间是 𝑂 ( 𝑑𝜀 )。因为采样了 𝑂 (1/𝜀3) 个顶点，所以总的运行时间为 𝑂 ( 𝑑𝜀 /𝜀3) = 𝑂 ( 𝑑
𝜀4 )。

正确性：记 𝑛̂(𝑢) = min{𝑛𝑢, 2
𝜀 }，𝑐 :=

∑
𝑢∈𝑉

1
𝑛̂(𝑢)。则：对于任意的顶点 𝑢，| 1

𝑛̂(𝑢) −
1

𝑛(𝑢) | ≤
𝜀
2。因为当 𝑛𝑢 <

2
𝜀

时，𝑛̂(𝑢) = 𝑛(𝑢)，此时 1
𝑛̂(𝑢) −

1
𝑛(𝑢) = 0；而当 𝑛𝑢 ≥ 2

𝜀 时，0 < 1
𝑛(𝑢) ≤

1
𝑛̂(𝑢) =

𝜀
2，所以

1
𝑛̂(𝑢) −

1
𝑛(𝑢) ≤

𝜀
2。

因此，有 |𝑐 − 𝑐 | = |
∑
𝑢∈𝑉

1
𝑛̂(𝑢) −

1
𝑛(𝑢) | ≤

∑
𝑢∈𝑉 | 1

𝑛̂(𝑢) −
1

𝑛(𝑢) | ≤
∑
𝑢∈𝑉

𝜀
2 = 𝜀𝑛

2 。
此外，由于 1 ≤ 𝑛̂(𝑢) ≤ 2

𝜀，对任意的 𝑢，有 𝜀
2 ≤

1
𝑛̂(𝑢) ≤ 1，因此 𝜀𝑛

2 ≤ 𝑐 ≤ 𝑛。
对于第 𝑖个采样的点，记估计值 1

𝑛̃(𝑢) 为 𝑋𝑖 ∈ [0, 1]，计算它的期望：E[𝑋𝑖] = 1
𝑛

∑
𝑢∈𝑉

1
𝑛̂(𝑢) =

𝑐̂
𝑛。

由于 𝑠
𝑛 𝑐 =

∑𝑠
𝑖=1 𝑋𝑖，其期望为 E[

∑𝑠
𝑖=1 𝑋𝑖] = 𝑠 ·E[𝑋1] = 𝑠𝑐̂

𝑛。记 𝑋 =
∑𝑠
𝑖=1 𝑋𝑖，根据 Chernoff-Hoeffding Bound

（见笔记 Notes Lec1概率论回顾），有

Pr[|𝑐 − 𝑐 | ≥ 𝜀𝑐
2
] = Pr[| 𝑠

𝑛
𝑐 − 𝑠

𝑛
𝑐 | ≥ 𝜀

2
· 𝑠𝑐
𝑛
]

= Pr[|𝑋 − E[𝑋] | ≥ 𝜀
2

E[𝑋]]

≤ 2 exp(−E[𝑋] · 𝜀2/22

3
)

= 2 exp(− 𝑠𝑐𝜀
2

12𝑛
) (代入 E[𝑋])

≤ 2 exp(−𝑂 ( 1
𝜀3 ) ·

𝜀𝑛

2
· 𝜀

2

12𝑛
) (由于 𝑠 = 𝑂 (1/𝜀3)且 𝑐 ≥ 𝜀𝑛

2 )

≤ 1
3

(通过选取 𝑠 = 𝑏/𝜀3中的常数 𝑏可以实现)

因此，以至少 2
3 的概率，|𝑐 − 𝑐 | ≤ |𝑐 − 𝑐 | + |𝑐 − 𝑐 | ≤

𝜀𝑐̂
2 +

𝜀𝑛
2 ≤ 𝜀𝑛。 ■

估算最小生成树权重的算法 根据算法A，设计估算最小生成树权重的算法 B：令 𝜀′ = 𝜀
𝑊，再使用 median trick

增强算法的成功概率，对每个子图 𝐺 (𝑖) 调用算法 A 得到 𝑐 (𝑖)。输出 𝑤̃(𝐺) = 𝑛 −𝑊 +
∑𝑊−1
𝑖=1 𝑐 (𝑖)。

定理 5.4

♥

图 𝐺 有 𝑛个顶点，假设图中每条边的权重都是区间 [1,𝑊] 内的整数，则存在一个算法输出估计值 𝑤̃(𝐺)，
以至少 2

3 的概率满足
(1 − 𝜀) · 𝑤(𝐺) ≤ 𝑤̃(𝐺) ≤ (1 + 𝜀) · 𝑤(𝐺)

该算法的运行时间为 𝑂̃ (𝑑 ·𝑊5/𝜀5)。

证明 根据引理 5.3，算法 B 得到的任意一个 𝑐 (𝑖) 以至少 1 − 1
poly(𝑊 ) 的概率满足 |𝑐 (𝑖) − 𝑐 (𝑖) | ≤

𝜀𝑛
𝑊。因此，利用

union bound，对所有的 𝑖 ∈ [𝑊]，该不等式都满足的概率是 1 − 1
poly(𝑊 )。下面假设这个事件发生。

得到 𝑤̃(𝐺)的运行时间为𝑊 · 𝑂̃ ( 𝑑
(𝜀/𝑊 )4 ) = 𝑂̃ (

𝑊5𝑑
𝜀4 )。其理论保证为

|𝑤(𝐺) − 𝑤̃(𝐺) | =
�����
(
𝑛 −𝑊 +

𝑊−1∑
𝑖=1

𝑐 (𝑖)
)
−

(
𝑛 −𝑊 +

𝑊−1∑
𝑖=1

𝑐 (𝑖)
)����� (根据断言 5.4)

≤
𝑊−1∑
𝑖=1
|𝑐 (𝑖) − 𝑐 (𝑖) |

≤ (𝑊 − 1) 𝜀𝑛
𝑊

(根据 𝑐 (𝑖) 的理论保证)

< 𝜀𝑛

≤ 2𝜀 · 𝑤(𝐺) (由于 𝑐 (𝑖) ≥ 1，𝑤(𝐺) ≥ 𝑛 −𝑊 +𝑊 − 1 ≥ 𝑛
2，当 𝑛 ≥ 2时)

■
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估算图的平均度数

问题 5.1对于一个连通的图 𝐺 = (𝑉, 𝐸)，其顶点集合为 𝑉 = [𝑛] := {1, . . . , 𝑛}。图中一个点 𝑣 的度数，是和它相
连的边数，记为 deg(𝑣)。对图的访问可以是仅允许查询任意顶点的度数，也可以包含查询顶点的邻居。目标是
在亚线性时间内估算图的平均度数，即估算 𝑑avg = 1

𝑛

∑
𝑣∈𝑉 deg(𝑣)。

查询图的度数 如果只允许查询图中顶点的度数（不允许查询顶点的邻边），这个问题是很难的。
考虑一个星状图 𝐺1，即一个中心点连着其他所有顶点，除此之外图中没有别的边。在这个图里，只有一个

顶点的度数是 𝑛 − 1，其余顶点的度数都是 1，平均度数为 𝑑avg = (𝑛−1) ·1+1· (𝑛−1)
𝑛 ≈ 2。要做到 2-近似，就一定要

访问中心点，否则得到的平均度数是 1（2-近似指，算法输出的估算值 𝑅 满足 𝑑avg ≤ 𝑅 ≤ 2𝑑avg）。
更进一步，考虑图 𝐺2，其中有 100 个顶点的度数是 𝑛 − 1，其余顶点的度数都是 1，平均度数为 𝑑avg =

(𝑛−100) ·1+100· (𝑛−1)
𝑛 ≈ 101，那要想做到比 100 更好的近似比，就需要找到这 100 个特殊的顶点，需要 Ω(𝑛) 次查

询。100 也可以换成别的常数，这样看来似乎在亚线性时间下，常数近似都做不到。但 𝐺2 这样的图是不存在的，
因为顶点的度数需要符合图数据结构的规则。

事实上，存在一个亚线性时间的算法 AvgDeg-V1，可以做到 (2 + 𝜀)-近似：
1. 调用子程序 AvgNibble 𝑡 := 8

𝜀 次，得到估算值 𝑑𝑆1 , . . . , 𝑑𝑆𝑡

2. 输出这些估算值中的最小值，即输出 𝑅 := min𝑡𝑖=1 𝑑𝑆𝑖

子程序 AvgNibble 的描述如下：
1. 给定某个足够大的常数 𝛽 > 0，采样 𝑠 = 𝛽

√
𝑛

𝜀3 个点，采样的顶点集合记为 𝑆

2. 输出采样的点的平均度数，即输出 𝑑𝑆 :=
∑

𝑖∈𝑆 deg(𝑖)
𝑠

定理 5.5

♥

令 0 < 𝜀 < 1
3 为一个常数。假设算法只允许查询顶点的度数，则 AvgDeg-V1 算法输出的 𝑅 以至少 3

4 的
概率满足 ( 12 − 𝜀)𝑑avg ≤ 𝑅 ≤ (1 + 𝜀)𝑑avg，且运行时间为 𝑂 (√𝑛/𝜀4)。

注意到，根据定理 5.5，有 𝑑avg ≤ 1
1/2−𝜀 𝑅 ≤

1+𝜀
1/2−𝜀 𝑑avg，其中由于 1

1−2𝜀 ≤ 1+ 3𝜀，有 1+𝜀
1/2−𝜀 ≤ (2+ 2𝜀) (1+ 3𝜀) =

2 +𝑂 (𝜀)。令 𝑅′ = 1
1/2−𝜀 𝑅，则 𝑅′ 的近似比为 2 + 𝜀。

为了证明定理 5.5，需要先证两个引理。

引理 5.4

♥
以至少 1 − 1

1+𝜀 ≥
𝜀
2 的概率，算法 AvgNibble 输出的 𝑑𝑆 满足 𝑑𝑆 ≤ (1 + 𝜀) · 𝑑avg。

证明 令 𝑋𝑖 表示第 𝑖 个采样的点的度数，由于是均匀随机采样，有 Pr[第 𝑖 个被采样到的顶点为 𝑗] = Pr[𝑋𝑖 =
deg( 𝑗)] = 1

𝑛，。因此，

E[𝑋𝑖] =
𝑛∑
𝑗=1

deg( 𝑗)Pr[𝑋𝑖 = deg( 𝑗)] =
𝑛∑
𝑗=1

deg( 𝑗) · 1
𝑛
= 𝑑avg

由于 𝑑𝑆 =
∑

𝑖∈𝑆 deg(𝑖)
𝑠 ，有 E[𝑑𝑆] = E[ 1𝑠

∑𝑠
𝑖=1 𝑋𝑖] = 𝑑avg。根据 Markov 不等式，

Pr[𝑑𝑆 > (1 + 𝜀)𝑑avg] ≤
E[𝑑𝑆]
(1 + 𝜀)𝑑avg

=
1

1 + 𝜀
■

引理 5.5

♥
以至少 1 − 𝜀

64 的概率，算法 AvgNibble 输出的 𝑑𝑆 满足 𝑑𝑆 ≥ ( 12 − 𝜀) · 𝑑avg。

证明 对于图 𝐺 = (𝑉, 𝐸)，定义 𝐻 为度数最高的
√
𝜀
2 𝑛 个顶点的集合，𝐿 = 𝑉 \ 𝐻。

首先，由于
∑𝑛
𝑖=1 deg(𝑖) = 2|𝐸 |，则 𝐿 和 𝐻 之间的边满足 |𝐸 (𝐿, 𝐻) | ≤ |𝐸 | ≤ 1

2
∑𝑛
𝑖=1 deg(𝑖)。
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其次，由于 𝐻 中只有
√
𝜀
2 𝑛 个顶点，所以 2|𝐸 (𝐻) | ≤ |𝑉 (𝐻) |2 = 𝜀𝑛

2 。
此外，由于图 𝐺 是连通的，至少有 𝑛 − 1 条边，所以

∑𝑛
𝑖=1 deg(𝑖) = 2|𝐸 | ≥ 2(𝑛 − 1)。因此，有

2|𝐸 (𝐻) | ≤ 𝜀
2
𝑛 ≤ 𝜀

2
2(𝑛 − 1) ≤ 𝜀

2
·
𝑛∑
𝑖=1

deg(𝑖)

𝐿 中的点的度数之和满足
∑
𝑖∈𝐿 deg(𝑖) =

∑𝑛
𝑖=1 deg(𝑖) − |𝐸 (𝐿, 𝐻) | − 2|𝐸 (𝐻) |。记 𝐿 中顶点的平均度数为 𝑑𝐿，

则有 𝑑𝐿 =
∑

𝑖∈𝐿 deg(𝑖)
|𝐿 | ≥ (

1
2 −

1
2 𝜀)

∑𝑛
𝑖=1 deg(𝑖)

𝑛 = ( 12 −
1
2𝜀)𝑑avg。

由于这个引理在求 𝑑𝑆 的下界，我们可以假设所有采样到的顶点都来自 𝐿。定义 𝐷𝐻 为 𝐻 中最小的度数，
𝑋𝑖 为第 𝑖 个被采样到的顶点的度数。则 E[𝑋𝑖] ≥ 𝑑𝐿 =

∑
𝑖∈𝐿 deg(𝑖)
|𝐿 | ≥ ( 12 −

1
2𝜀)𝑑avg。

由于 𝑑𝑆 =
∑𝑠

𝑖=1 𝑋𝑖

𝑠 ，则 𝐸 [𝑑𝑆] = 1
𝑠E[

∑𝑠
𝑖=1 𝑋𝑖] ≥ ( 12−

1
2𝜀)𝑑avg。等价地，有 ( 12−𝜀)𝑑avg ≤

1
2 −𝜀

1
2 −

1
2 𝜀

E[𝑑𝑆] ≤ (1−𝜀)E[𝑑𝑆]。

另一方面，对于平均度数，有 𝑑avg = 1
𝑛

∑𝑛
𝑖=1 deg(𝑖) ≥

∑
𝑖∈𝐻 deg(𝑖)
𝑛 ≥ 𝐷𝐻 · |𝐻 |

𝑛 ，因此 E[𝑑𝑆] ≥
( 1

2 −
1
2 𝜀)𝐷𝐻 · |𝐻 |
𝑛 ，且

E[
∑𝑠
𝑖=1 𝑋𝑖] ≥

( 1
2 −

1
2 𝜀)𝐷𝐻 · |𝐻 | ·𝑠

𝑛 。根据 Chernoff Bound，有

Pr[𝑑𝑆 ≤ (
1
2
− 𝜀)𝑑avg] ≤ Pr[𝑑𝑆 ≤ (1 − 𝜀)E[𝑑𝑆]]

= Pr[ 1
𝑠

𝑠∑
𝑖=1

𝑋𝑖 ≤ (1 − 𝜀)
1
𝑠

E[
𝑠∑
𝑖=1

𝑋𝑖]]

= Pr[ 1
𝐷𝐻

𝑠∑
𝑖=1

𝑋𝑖 ≤ (1 − 𝜀)
1
𝐷𝐻

E[
𝑠∑
𝑖=1

𝑋𝑖]]

≤ 2 exp(
−E[

∑𝑠
𝑖=1 𝑋𝑖] · 𝜀2

3 · 𝐷𝐻
) (假设采样的点都来自 𝐿，有 0 ≤ 𝑋𝑖

𝐷𝐻
≤ 1)

≤ 2 exp( −𝑠 · |𝐻 |
𝑛

· ( 1
2
− 1

2
𝜀) · 𝜀

2

3
)

≤ 2 exp( −𝑠 · 𝜀
2.5

100
√
𝑛
)

因此，令 𝑠 = 200
√
𝑛

𝜀3 ，即有 Pr[𝑑𝑆 ≤ ( 12 − 𝜀)𝑑avg] ≤ 𝜀
64。 ■

有了引理 5.4和引理 5.5，我们就能证得定理 5.5。
证明 [定理 5.5的证明] 首先，根据引理 5.5，以及 (1 − 1

𝑥+1 )𝑥 ≥
1
𝑒，有：

Pr[𝑅 ≥ ( 1
2
− 𝜀)] = Pr[∀𝑖 ∈ [𝑡], 𝑑𝑆𝑖 ≥ (

1
2
− 𝜀)𝑑avg] ≥ (1 −

𝜀

64
) 8

𝜀 >
7
8

其次，根据引理 5.4，以及 (1 − 1
𝑥 )𝑥 ≤

1
𝑒，有：

Pr[𝑅 ≤ (1 + 𝜀)𝑑avg] = Pr[∃𝑖 ∈ [𝑡], 𝑑𝑆𝑖 ≤ (1 + 𝜀)𝑑avg]

= 1 − Pr[∀𝑖 ∈ [𝑡], 𝑑𝑆𝑖 > (1 + 𝜀)𝑑avg]

> 1 − (1 − 𝜀
2
)𝑡

> 1 − 1
16

■

查询图的度数和边 如果算法同时可以访问顶点的度数和邻边，估算平均度数就会容易很多。在之前的 𝐺1 的
例子中，只能访问顶点度数的算法必须要发现度数为 𝑛− 1 的顶点，才能实现 2-近似。但如果算法能访问顶点的
邻边，就能很容易地发现度数较高的顶点。

首先先假设一个更简单的情况：假设图 𝐺 是一个几乎正则的图，图中顶点的度数相差不大，每个顶点的度
数都属于区间 [𝑑, 10𝑑]，没有奇异点（即少数点的度数特别大，达到 𝑂 (𝑛) 的级别）。这样的话，算法可以采样一
些顶点，计算它们的平均度数。算法描述如下：

1. 令 𝑘 = 50
𝜀2 · ln( 2

𝛿 )，
2. 对于 𝑖 = 1, . . . , 𝑘：
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2.1 均匀随机地采样一个顶点，记为 𝑣𝑖

2.2 令 𝑋𝑖 = deg(𝑣𝑖)
3. 输出 𝑑 = 1

𝑘

∑𝑘
𝑖=1 𝑋𝑖

断言 5.5 上述算法输出的估算值 𝑑 满足 E[𝑑] = 𝑑avg。

断言 5.6 上述算法输出的估算值 𝑑 满足 Pr[|𝑑 − 𝑑avg | ≤ 𝜀𝑑avg] ≥ 1 − 𝛿，且运行时间为 𝑂 ( 1
𝜀2 log 1

𝛿 )。

在几乎正则的图里，顶点度数的方差很小，因此采样法很有效；但在一般的图里，有些顶点度数很高，使得
方差很大。如果仍然用最简单的采样法来估计，需要的运行时间是 𝑂 ( 𝑛

𝜀2 · log 1
𝛿 )。

思路: 我们可以考虑减小度数高的顶点带来的方差。由于图的边数是有限的（|𝐸 | = 𝑚），度数很高的顶点不
会太多，我们可以通过引入 deg+ (𝑣)，把每条边分配给度数较低的点，从而减小高度数顶点的影响。

具体来说，先定义一个偏序关系 ≺：如果 deg(𝑢) < deg(𝑣)，或者 deg(𝑢) = deg(𝑣)且 ID(𝑢) < ID(𝑣)，则称 𝑢 ≺ 𝑣。
其中，ID(𝑣) 表示顶点 𝑣 在集合 𝑉 中的字典序，是输入给定的顺序。接着，定义 deg+ (𝑢) := #{𝑣 ∈ 𝑁 (𝑢) |𝑢 ≺ 𝑣}，
即 𝑢 的邻居中满足 𝑢 ≺ 𝑣 的顶点数。那么：

∑
𝑣∈𝑉 deg+ (𝑣) = 𝑚 = 𝑛

2 · 𝑑avg。
尽管一般图中的 deg(𝑣) 的确会非常大，从而带来很大的方差；但我们将证明，deg+ (𝑣) 对每个顶点 𝑣 来说

都是有界的，因此方差更小，估算 deg+ (𝑣) 能有更好的理论保证。

定义 5.5

♣
定义 𝐻 ⊂ 𝑉 是在偏序关系 ≺ 下前

√
2𝑚 大的顶点集合。定义 𝐿 := 𝑉 \ 𝐻。

断言 5.7 对任意顶点 𝑣 ∈ 𝐻，有 deg+ (𝑣) ≤
√

2𝑚。
对任意顶点 𝑣 ∈ 𝐿，有 deg(𝑣) ≤

√
2𝑚。

证明 对于任意 𝐻 中的顶点 𝑣，deg+ (𝑣) 只包含在偏序关系 ≺ 下比 𝑣 大的顶点，一定也属于 𝐻，所以 deg+ (𝑣) ≤
|𝐻 | =

√
2𝑚。

另一方面，对于任意 𝐿 中的顶点 𝑣，假设 deg(𝑣) >
√

2𝑚，那么满足 deg(𝑢) ≥ deg(𝑣) >
√

2𝑚 的点 𝑢 一定落
在 𝐻 里，数量至少是 |𝐻 | =

√
2𝑚 个。则图中的边数

𝑚 =
1
2

𝑛∑
𝑖=1

deg(𝑖) ≥ 1
2

∑
𝑢:deg(𝑢)>deg(𝑣)

deg(𝑢) > 1
2
√

2𝑚 ·
√

2𝑚 = 𝑚

出现了矛盾，假设不成立。因此，对任意 𝑣 ∈ 𝐿，有 deg(𝑣) ≤
√

2𝑚。 ■
下面描述算法 AvgDeg-V2：

1. 令 𝑘 = 16
𝜀2 ·
√
𝑛

2. 对于 𝑖 = 1, . . . , 𝑘：
2.1 从集合 𝑉 中均匀随机地采样一个点，记为 𝑣𝑖

2.2 从 𝑣𝑖 的邻居集合 𝑁 (𝑣𝑖) 中均匀随机地采样一个点，记为 𝑢𝑖

2.3 如果 𝑣𝑖 ≺ 𝑢𝑖，令 𝑋𝑖 = 2 · deg(𝑣𝑖)；否则，令 𝑋𝑖 = 0
3. 输出 𝑅 := 1

𝑘

∑𝑘
𝑖=1 𝑋𝑖

下面这个定理描述了算法 AvgDeg-V2 的理论保证。

定理 5.6

♥

令 0 < 𝜀 < 1
3 为一个常数。如果算法能访问顶点的度数和邻边，那么算法 AvgDeg-V2 输出的估算值 𝑅 以

至少 3
4 的概率满足 (1 − 𝜀)𝑑avg ≤ 𝑅 ≤ (1 + 𝜀)𝑑avg，且算法的运行时间为 𝑂 (√𝑛/𝜀2)。

证明
证明思路：令 𝑋 =

∑𝑘
𝑖=1 𝑋𝑖，先证明 E[𝑋] = 𝑑avg（是无差估计），且方差很小。接着用 Chebyshev 不等式证

明估算值 𝑅 := 1
𝑘 𝑋 的误差很小。
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证均值：E[𝑋1] = 𝑑avg. 由于是均匀随机采样，每个 𝑋𝑖 之间是独立的，均值和方差相同，分析 𝑋1 即可。

E[𝑋1] =
∑
𝑣∈𝑉

1
𝑛

E[𝑋1 |𝑣被采样]

=
∑
𝑣∈𝑉

1
𝑛

∑
𝑢∈𝑁 (𝑣)

1
deg(𝑣)E[𝑋1 |𝑣, 𝑢被采样]

=
∑
𝑣∈𝑉

1
𝑛

©­«
∑

𝑢∈𝑁+ (𝑣)

1
deg(𝑣) · 2 deg(𝑣) +

∑
𝑢∉𝑁+ (𝑣)

1
deg(𝑣) · 0

ª®¬ (其中，𝑁+ (𝑣) = {𝑢 ∈ 𝑁 (𝑣) |𝑣 ≺ 𝑢})

=
∑
𝑣∈𝑉

2 deg+ (𝑣)
𝑛

=
2𝑚
𝑛

(根据
∑
𝑣∈𝑉 deg+ (𝑣) = 𝑚)

= 𝑑avg

证方差：Var[𝑋1] ≤ 4
√

2𝑚 · 𝑑avg.

Var[𝑋1] ≤ E[𝑋2
1 ]

=
∑
𝑣∈𝑉

1
𝑛

∑
𝑢∈𝑁 (𝑣)

1
deg(𝑣)E[𝑋

2
1 |𝑣, 𝑢被采样]

=
∑
𝑣∈𝑉

1
𝑛

∑
𝑢∈𝑁+ (𝑣)

1
deg(𝑣) (2 deg(𝑣))2

=
∑
𝑣∈𝑉

4 deg(𝑣) · deg+ (𝑣)
𝑛

=
4
𝑛

(∑
𝑣∈𝐻

deg(𝑣) · deg+ (𝑣) +
∑
𝑣∈𝐿

deg(𝑣) · deg+ (𝑣)
)

(因为 𝑉 = 𝐻 ∪ 𝐿)

≤ 4
𝑛

(∑
𝑣∈𝐻

deg(𝑣) ·
√

2𝑚 +
∑
𝑣∈𝐿

√
2𝑚 · deg(𝑣)

)
(根据断言 5.7，且 deg+ (𝑣) ≤ deg(𝑣))

≤ 4
√

2𝑚 · 𝑑avg (由于
∑

𝑣∈𝐻 deg(𝑣)+
∑

𝑣∈𝐿 deg(𝑣)
𝑛 =

∑
𝑣∈𝑉 deg(𝑣)

𝑛 = 𝑑avg)

由于 𝑅 = 1
𝑘

∑𝑘
𝑖=1 𝑋𝑖，有 Var[𝑅] = 1

𝑘Var[𝑋1] ≤
4
√

2𝑚·𝑑avg
16
𝜀2
√
𝑛

=
𝜀2
√
𝑑avg ·𝑑avg
4 。

Chebyshev 不等式：

Pr[|𝑅 − 𝑑avg | ≥ 𝜀 · 𝑑avg] ≤
Var[𝑅]
𝜀2𝑑2

avg
≤
𝜀2√𝑑avg · 𝑑avg

4𝜀2 · 𝑑2
avg

≤ 1
4

因此，Pr[|𝑅 − 𝑑avg | ≤ 𝜀 · 𝑑avg] ≥ 3
4。

运行时间：对每一轮迭代，采样顶点 𝑣𝑖 和 𝑢𝑖 只需要 𝑂 (1) 的时间，因此总的运行时间为 𝑂 (𝑘) = 𝑂 (
√
𝑛

𝜀2 )。■
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第六章 VC维与核心集

6.1 VC维简介

VC Dimension（Vapnik-Chervonenkis Dimension）是衡量一个假设类（hypothesis class）表达能力和复杂度的
重要工具。它由统计学习理论的奠基人 Vladimir Vapnik和 Alexey Chervonenkis提出[1]，用于分析机器学习模型
的泛化能力。对于 SVM问题，我们希望找到一个具有最大间隔的分类超平面，从而将正负样本分离开，但是，
我们在训练数据集上得到的一个良好的分类超平面，如何能在新的测试数据点上较好的分类呢？对于图片识别
或者人脸识别任务，我们的训练数据集总归是有限的，但是现实世界的图片或者人脸却可以是无穷多的，那么
我们怎么能保证在有限数据集上训练的模型能很好的针对无穷的现实世界的数据呢？VC dimension为以上这些
问题提供了理论保证，它描述了一个模型能够“完美拟合”的最复杂数据集的大小。VC dimension越高，模型
的拟合能力越强，但也可能更容易过拟合；VC dimension越低，模型更简单，但可能欠拟合。

6.1.1 基础知识

定义 6.1 (Range Space)

♣

Range Space 是一个二元组 Σ = (𝑋, 𝑅)，其中 𝑋 是一个有限或者无限的集合，称为 Ground Set，𝑅 = {𝑟 |
𝑟 是𝑋 的一个子集}，其中一个 𝑟 可以称为一个 Range

比如说，𝑋 可以指一个二维平面 𝑅2，𝑟 可以是二维平面里的一个圆。那么 𝑅就是二维平面上所有圆的集合，
Σ = (𝑋, 𝑅)就构成了一个 Range Space

定义 6.2 (投影)

♣

给定一个 Range Space Σ = (𝑋, 𝑅) 和 𝑋 的一个子集 𝑌 ⊆ 𝑋，那么 𝑃𝑅 (𝑌 ) = {𝑟 ∩ 𝑌 | 𝑟 ⊆ 𝑅}称为 𝑌 在 𝑅上的
投影

比如说，对于上面举例的那个 Range Space Σ = (𝑋, 𝑅)，给定 Y是二维平面上的一个半空间 𝑥 > 0，那么这
个半空间和所有 𝑟 的交集便是 𝑌 在这个 Range Space的一个投影

定义 6.3 (打散)

♣
如果 𝑌 是一个有限集合，并且 |𝑃𝑅 (𝑌 ) | = 2 |𝑌 |，则称 𝑌 能被 𝑅打散 (shattered)

比如说，在上面的例子里，如果 𝑌 包含三个不共线的点，那么它可以被 𝑅打散；如果 𝑌 包含四个点，那么
它不可以被 𝑅打散

定义 6.4 (VC Dimension)

♣
给定一个 Range Space Σ = (𝑋, 𝑅)，它的 VC Dimension 𝑉𝐶 (Σ) 为 𝑋 上能被打散的最大子集的大小

对于不同的 Range Space的 Σ = (𝑋, 𝑅)，给出几个 VC Dimension的例子
1. 𝑋 是二维平面 𝑅2，𝑟 是二维平面里的一个圆，那么 𝑉𝐶 (Σ) = 3
2. 𝑋 是三维平面 𝑅3，𝑟 是三维平面里的一个球，那么 𝑉𝐶 (Σ) = 4
3. 𝑋 是二维平面 𝑅2，𝑟 是二维平面里的一个多边形，那么 𝑉𝐶 (Σ) = +∞
一个 Range Space的 VC Dimension由他的 Ground Set和 Range决定。当给定 Ground Set时，VC Dimension

是衡量 Range的复杂程度的量，从直觉上看，如果 Range越复杂，那么 Range Space的 VC Dimension就越大



6.1 VC维简介

定理 6.1

♥

如果有一个 Range Space Σ = (𝑋, 𝑅)，它的 VC Dimension 𝑉𝐶 (Σ) = 𝑑，那么定义两个不同的集合：

𝑅∩𝑘 = {𝑅中𝑘个 Range的并集}

𝑅∪𝑘 = {𝑅中𝑘个 Range的交集}

令 Σ1 = (𝑋, 𝑅∩𝑘)，Σ2 = (𝑋, 𝑅∪𝑘)，则这两个 Range Space的 VC Dimension在 𝑑𝑘 和 𝑑𝑘 log 𝑘 之间，即

𝑑𝑘 ≤ 𝑉𝐶 (Σ1), 𝑉𝐶 (Σ2) ≤ 𝑑𝑘 log 𝑘

6.1.2 两个重要结论

定义 6.5

♣

（𝜀-net和 𝜀-sample）对于一个 𝜀 ∈ (0, 1)，一个 Range Space Σ = (𝑋, 𝑅)和 𝑋 的一个子集 𝑄 ⊆ 𝑋
1.（𝜀-net）如果对于任意 𝑟 ∈ 𝑅和 |𝑋∩𝑟 |

|𝑋 | > 𝜀，有 𝑄 ∩ 𝑟 ≠ ∅，则 𝑄是 Σ的一个 𝜀-net

2.（𝜀-sample）如果对于任意 𝑟 ∈ 𝑅有 | |𝑋∩𝑟 ||𝑋 | −
|𝑄∩𝑟 |
|𝑄 | | < 𝜀，则 𝑄是 Σ的一个 𝜀-sample

如果 𝑄是 Σ的一个 𝜀-sample，那么对于任意 𝑟 ∈ 𝑅和 |𝑋∩𝑟 |
|𝑋 | > 𝜀，由于

| |𝑋 ∩ 𝑟 ||𝑋 | −
|𝑄 ∩ 𝑟 |
|𝑄 | | < 𝜀

则有
|𝑄 ∩ 𝑟 |
|𝑄 | > 0

于是 𝑄 ∩ 𝑟 ≠ ∅，则 𝑄 是 Σ的一个 𝜀-net。可以发现，𝜀-sample是一个比 𝜀-net更强的条件，如果 𝑄 是 Σ的一个
𝜀-sample，那么它就一定是 Σ的一个 𝜀-net。

定理 6.2

♥

假设一个 Range Space Σ = (𝑋, 𝑅) 的 VC Dimension = d, 𝑄 是 𝑋 的均匀采样，𝜀, 𝛿 ∈ (0, 1) 是两个参数，如
果

|𝑄 | = Θ

(
1
𝜀2

(
𝑑 log

𝑑

𝜀
+ log

1
𝛿

))
,

≈ Θ̃

(
1
𝜀2 𝑑

)
(与𝑋 无关)

则 𝑄是 𝜀 − sample的概率 ≥ 1 − 𝛿

定理 6.3

♥

假设一个 Range Space Σ = (𝑋, 𝑅) 的 VC Dimension = d, 𝑄 是 𝑋 的均匀采样，𝜀, 𝛿 ∈ (0, 1) 是两个参数，如
果

|𝑄 | = max
{

4
𝜀

log
2
𝛿
,
8𝑑
𝜀

log
8𝑑
𝜀

}
≈ Θ̃

(
𝑑

𝜀

)
则 𝑄是 𝜀 − net的概率 ≥ 1 − 𝛿

假如说有一个巨大的包含正负样本的数据集，数据集的数据维度为 𝑑，在该数据集上存在一个良好的分类
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超平面能很好的分开正样本和负样本，那么我们根据这两个定理，可以得出，当我们的 SVM分类器的训练数据
集的大小大概为 Θ̃

(
𝑑
𝜀

)
时，我们可以保证，对任何一个新来的数据点，分类出错的概率小于 𝜀

6.2 VC维与 PAC learning

在机器学习中，我们可能会思考这些问题：学习意味着什么？机器学习算法为什么有效？什么样的问题是机
器可以学习的？PAC learning（Probably Approximately Correct learning）就是一个可以回答上述问题的框架，它
试图通过数学推理和证明为机器学习奠定理论基础。PAC learning由 Leslie Valiant教授于 1984年发明，它催生
了计算机科学的一个新子领域，称为计算学习理论。

6.2.1 PAC学习理论

一个例子

想象一下两个玩家之间的猜区间游戏。玩家 1的脑海里有一个区间 [a,b]，他通过某种固定的方式随机生成
一些数字，他不断向玩家 2报告这些数字，并说明这些数字是否在区间内。玩家 2希望通过玩家 1的报告的数
字以及标签猜测出玩家 1脑海里的那个区间。玩家 2得到的信息是一堆样本，每个样本包含一个数字和相应的
标签，他的目标是确定区间断点 a和 b。

如果端点可以是任意实数，则玩家 2几乎无法准确猜测区间，因为玩家 1给出的样本数量有限。但是，无
论玩家 2在最后猜测的区间是什么，都可以根据玩家 1的数字生成方案进行测试。于是说，我们可以验证玩家 2

答案的准确性。在这个猜数游戏中，如果玩家 2能以很高的概率，返回一个近似正确的答案区间，那么这个问
题就是 PAC-learnable（PAC，即 Probably Approximately Correct，概率近似正确）。
那么我们如何数学的刻画这个问题呢？

一些基本概念

我们首先介绍一些基本概念，首先我们有一个未知但是固定的分布 D，数据样本都是独立的从分布 D中产
生。

定义 6.6 (概念类/目标类（Concept Class C）)

♣
一组待学习的函数集合（比如刚才的区间）。

定义 6.7 (假设类（Hypothesis Class H）)

♣
学习算法可能输出的假设集合

定义 6.8 (误差)

♣
输出的假设和概念在分布 D下不同的概率

输出的假设 c和概念 h在数据分布 D下的误差记为

erre, 𝑝(ℎ) = 𝑃𝑝 (ℎ(𝑥) ≠ 𝑐(𝑥))

定义 6.9

在集合 𝑋 上的概念类 𝐶 被称为可高效 PAC学习（使用假设类 𝐻），如果存在一个算法 𝐴(𝜖, 𝛿)，该算法能
够访问 𝐶 的查询函数，且其运行时间为 𝑂 (poly(1/𝜖, 1/𝛿))，使得对于所有 𝑐 ∈ 𝐶、所有 𝑋 上的分布 𝐷，以
及所有 0 < 𝛿, 𝜖 < 1/2，算法 𝐴能以至少 1 − 𝛿的概率生成一个假设 ℎ ∈ 𝐻，且该假设的误差不超过 𝜖。
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♣
𝑃𝐷 (err𝑐,𝐷 (ℎ) ≤ 𝜖) ≥ 1 − 𝛿

该定义表达的核心意思是，在多项式时间内，是否存在算法通过数据集能以高概率学习到一个近似正确的
假设，如果可以，该问题就是 PAC-Learnable。

根据我们刚才的定义，区间学习的例子是 PAC-Learnable，大致证明思路：首先是一个针对区间预测的朴素
的算法：在数据集中找到最大的正例和最小的正例，将他们作为我们得出的区间的边界。然后只需计算按照这
种算法，得到的区间的错误概率，得到样本数量和误差的关系式，控制样本数量足够大，我们可以以大概率保
证我们的误差在一个小的范围内。

奥卡姆剃刀定理

我们刚刚看到了一个 PAC-Learnable 的例子，自然就会想到，那些问题是 PAC-Learnable，那些不是 PAC-

Learnable。对于这个问题，我们可以运用一些概率不等式，比如 The Chernoff bound和 union bound来得到一些
结论。

如果我们的假设类 H和目标类 C都是有限的，并且 𝐶 ∈ 𝐻,那么理论上我们可以找到 0误差的假设。在这
个假设的前提下，我们有以下结论：

定理 6.4

♥

如果一个算法能够高效地找到一个一致的假设（consistent hypothesis），那么对于任何有限概念类 𝐶，只
要提供至少 𝑚个样本，该算法就能实现 PAC学习。其中样本数 𝑚满足：

𝑚 ≥ 1
𝜀

(
log |𝐻 | + log

(
1
𝛿

))
注一致的假设是指能精确区分训练数据集上所有正负样本的假设，于是这样的假设训练误差为 0

证明 我们只需证明一个坏假设（误差超过 𝜀的假设）与给定数据一致的概率上界。固定分布 𝐷、真实概念 𝑐、参
数 𝛿和 𝜀，并抽取 𝑚个样本。设 ℎ为与这些样本一致的任意假设。若坏事件发生（即 ℎ的误差超过 𝜀）：

Pr𝑥∼𝐷 (ℎ(𝑥) ≠ 𝑐(𝑥)) > 𝜀.

由于样本是从 𝐷 中独立抽取的，所有 𝑚个样本均与 ℎ一致的概率为：

(1 − Pr𝑥∼𝐷 (ℎ(𝑥) ≠ 𝑐(𝑥)))𝑚 < (1 − 𝜀)𝑚.

这里的含义是：某个特定坏假设与样本一致的概率随误差容忍度 𝜀 呈指数级下降。若应用联合界（union

bound），算法可能输出的所有坏假设的总概率至多为：

(1 − 𝜀)𝑚 · 𝑆,

其中 𝑆是算法可能输出的假设数量。对 𝑆的粗略上界可取假设类的总数 |𝐻 |。进一步利用不等式 (1−𝑥) < 𝑒−𝑥，
可得：

(1 − 𝜀)𝑚 |𝐻 | < 𝑒−𝜀𝑚 |𝐻 |.

为确保选择高误差（但一致）假设的概率不超过 𝛿，令上述表达式小于 𝛿并解 𝑚：

𝑒−𝜀𝑚 |𝐻 | ≤ 𝛿.

取对数后解 𝑚，即得到所需的下界。 ■
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从这个定理中可以看出，假设类越小，我们需要的训练样本数越小，我们的假设的泛化能力越强。假设我们
有两个假设类 𝐻1 和 𝐻2，且 |𝐻1 | < |𝐻2 |。如果对于给定的训练数据，我们能在两个假设类中都找到与数据一致
的假设，那么选择较小的假设类 𝐻1会提供更强的泛化保证，这就是奥卡姆剃刀定理。

上面的定理要求 𝐶 ⊆ 𝐻，即我们可以得到一个 0误差的假设，但是如果 H中不包含一个 0误差的假设呢？
我们期望找到一个与 H中最好的假设误差在 𝜀以内的假设

定义 6.10 (不可知学习 (Agnostic Learning))

♣

设 𝐶 为目标概念类，𝐻 为假设类。如果对于所有 𝑐 ∈ 𝐶、所有分布 𝐷，以及所有 𝜀, 𝛿 > 0，存在一个学习
算法 𝐴，能够以至少 1 − 𝛿的概率输出一个假设 ℎ ∈ 𝐻，并满足：

err𝐷 (ℎ) ≤ min
ℎ′∈𝐻

err𝐷 (ℎ′) + 𝜀,

则称概念类 𝐶 是不可知可学习的（agnostically learnable）。其中：
err𝐷 (ℎ) = Pr𝑥∼𝐷 [ℎ(𝑥) ≠ 𝑐(𝑥)] 为假设 ℎ在分布 𝐷 下的泛化误差；
minℎ′∈𝐻 err𝐷 (ℎ′) 表示假设类 𝐻 中可能达到的最小误差。

同时，上面的定理还要求我们需要找到一致性的假设，这在很多时候都是很难做到的，我们可能无法完全
准确的区分数据集。于是我们可以找到一个在数据集上错误尽可能小的假设。我们称假设在训练数据集上的误
差为经验误差 êrr𝑆 (ℎ)

定义 6.11 (经验误差 (Empirical Error))

♣

给定训练集 𝑆 = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑚𝑖=1，假设 ℎ的经验误差为：

êrr𝑆 (ℎ) =
1
𝑚

𝑚∑
𝑖=1

I(ℎ(𝑥𝑖) ≠ 𝑦𝑖),

其中 I(·) 为指示函数。不可知学习的目标是最小化经验误差以逼近 𝐻 中的最优泛化误差。

在新的前提下，我们有以下定理：

定理 6.5 (有限假设类的泛化误差界)

♥

设 𝐻为一个有限的假设类，𝑚为从分布 𝐷 中独立抽取的样本数量。则对于任意 𝛿 > 0，以至少 1 − 𝛿的概
率，以下不等式对所有 ℎ ∈ 𝐻 同时成立：

err𝐷 (ℎ) ≤ êrr𝑆 (ℎ) +
√

log |𝐻 | + log(2/𝛿)
2𝑚

,

其中：
err𝐷 (ℎ) = Pr𝑥∼𝐷 [ℎ(𝑥) ≠ 𝑐(𝑥)] 为假设 ℎ在分布 𝐷 下的泛化误差，
êrr𝑆 (ℎ) = 1

𝑚

∑𝑚
𝑖=1 I(ℎ(𝑥𝑖) ≠ 𝑦𝑖) 为 ℎ在样本集 𝑆上的经验误差，

|𝐻 |为假设类 𝐻 的大小。

证明 固定某个假设 ℎ ∈ 𝐻。对于从分布 𝐷 中抽取的样本 𝑥，定义随机变量 𝑍：

𝑍 =


1, 若ℎ(𝑥) ≠ 𝑐(𝑥),

0, 否则.

抽取 𝑚个独立样本时，记第 𝑖个样本对应的变量为 𝑍𝑖，则假设 ℎ的经验误差为：

êrr𝑆 (ℎ) =
1
𝑚

𝑚∑
𝑖=1

𝑍𝑖 ,

而其真实误差为随机变量的期望：

err𝐷 (ℎ) = E𝑥∼𝐷 [𝑍] = Pr𝑥∼𝐷 (ℎ(𝑥) ≠ 𝑐(𝑥)).

我们需要分析经验误差与真实误差的偏离概率。设定偏离阈值为 𝜀/2，应用切尔诺夫-霍夫丁界（Chernoff-
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6.2 VC维与 PAC learning

Hoeffding bound）：
Pr

(��êrr𝑆 (ℎ) − err𝐷 (ℎ)
�� > 𝜀

2

)
< 2𝑒−

𝜀2𝑚
2 .

为覆盖假设类 𝐻 中的所有假设，应用联合界（union bound）：

Pr
(
∃ℎ ∈ 𝐻 :

��êrr𝑆 (ℎ) − err𝐷 (ℎ)
�� > 𝜀

2

)
< 2|𝐻 |𝑒− 𝜀2𝑚

2 .

若希望该概率不超过 𝛿′,则令：
2|𝐻 |𝑒− 𝜖 2𝑚

2 ≤ 𝛿

解此不等式可得所需样本量 𝑚的下界：

𝑚 ≥ 2
𝜖2

(
log |𝐻 | + log

2
𝛿

)
■

通过这个定理，我们可以精确地量化随着样本数量的增加，经验误差如何收敛到真实误差

推论 6.1

♥

对于任意 𝜖, 𝛿 > 0，若算法抽取至少

𝑚 ≥ 3
𝜖2

(
log |𝐻 | + log

(
2
𝛿

))
个样本，并找到经验误差最小的假设，则以至少 1− 𝛿的概率，该算法输出的假设与 𝐻中最佳假设的误差
差距不超过 𝜖。

但是，假设类的大小通常是相当大的，甚至是无限的！考虑一个简单的情况，比如我们要学习一个 𝑛维 {0, 1}
向量的映射函数。由于 𝑛维 {0, 1} 向量有 2𝑛 个，并且函数值可以为 0或 1，那么映射函数将有 22𝑛 个。也就是
说，对于这么一个简单的学习任务，我们的假设类的对数也是 2𝑛 量级的，这是非常糟糕的。

VC dimension的应用

实际上，决定一个假设类区分数据类能力的，并非假设类的大小，这只是他区分能力的上限，VC dimension

是更精确的衡量假设类区分数据能力的指标！
vc dimension是衡量假设类分散数据点能力的量，因此，将 vc dimension运用到 PAC learning，可以得到下

面的结论

定理 6.6

♥

设 𝐻 为一个假设类，𝑚为抽取的样本数量。则对于任意 𝛿 > 0，以至少 1 − 𝛿的概率，以下不等式对所有
ℎ ∈ 𝐻 成立：

error𝐷 (ℎ) ≤ error𝑆 (ℎ) +

√√
VC(𝐻)

(
ln 2𝑚

VC(𝐻 ) + 1
)
+ ln 4

𝛿

𝑚

对任何一个假设类 H，其 vc dimension都是要小于 log𝐻 的

6.2.2 PAC bound在机器学习中一个具体的应用例子：SVM

svm问题的样本复杂度

由于 d维超平面的 VC dimension为 d+1，我们带入之前的公式，可以得到，我们的训练误差和训练样本数
目的关系为

err𝐷 (ℎ) ≤ êrr𝑆 (ℎ) +

√√
(𝑑 + 1)

(
ln 2𝑚
𝑑+1 + 1

)
+ ln 4

𝛿

𝑚
,
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6.2 VC维与 PAC learning

当数据维度 𝑑不大时，我们仅需很少的样本就能保证训练误差在 𝜖 以内。但是，现在处理 SVM问题时，我们大
多采用核函数的方法：

多项式核函数可能将数据点映射到 O(𝑑 𝑝)维度（𝑝为多项式次数）
高斯核函数 exp

(
− ‖x−x′ ‖2

2𝜎2

)
甚至将数据映射到无穷维空间

把这个带入我们的公式，这会带来维度灾难！
这个问题的本质理解是：
核函数具有强大的数据区分能力
高斯核函数可以区分任意数据（万能逼近性）
但会导致模型复杂度 VC(𝐻)急剧增加
引发泛化难题（过拟合问题）

解决方案：引入基于 margin的 VC dimension

在 SVM问题中基于 margin的 VC dimension为

VC(𝐻) = 𝑅2w · w

其中，𝑅2 = max 𝑗 Φ(x 𝑗 ) · Φ(x 𝑗 )表示数据的幅度，它度量了数据在空间中最大的扩展程度。
w是分类超平面的权重向量，衡量了分类间隔 margin的大小，分类间隔越大，w越小。
这样一来，SVM的 VC dimension不依赖于数据维度，而是依赖于数据的幅度和分类间隔[2]

6.2.3 PAC learning和神经网络

PAC learning和 VC dimension给传统的机器学习提供了很好的理论保证和数学基础，但是，随着深度学习
的兴起，这些理论不能很好的给深度学习和大模型带来理论保证

根据 VC理论推导得出的神经网络的 VC dimension往往很大，即神经网络对数据要求量非常大，很容易过
拟合，因而对神经网络的泛化能力持不乐观态度并且缺乏实际指导意义。但在实际表现中深度学习的表现又往
往很优秀，因此，在深度学习成为主流的背景下需要新的理论来完善旧的理论

目前有研究通过各种手段，试图解释深度神经网络的泛化能力：
Understanding Deep Learning Requires Rethinking Generalization (Zhang et al., ICLR 2017)

指出传统 VC维无法解释深度神经网络的泛化，提出需要新的理论框架。
Spectrally-normalized Margin Bounds for Neural Networks (Bartlett et al., NeurIPS 2017)

基于 VC维的改进，提出通过谱归一化（spectral norm）控制神经网络的泛化误差。
PAC-Bayes and Margin Bounds for Deep Learning (Neyshabur et al., NeurIPS 2018)

使用 PAC-Bayes框架推导深度网络的泛化界。
还有研究提出了新的模型复杂度度量来替代 VC dimension：

On the Power of Over-parametrization in Neural Networks (Allen-Zhu et al., NeurIPS 2019)

用神经切线核（NTK）理论分析过参数化模型的泛化。
Rademacher Complexity for Adversarial Robustness (Yin et al., ICML 2019)

改进的复杂度度量用于对抗样本分析。
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第七章 核心集

随着数据规模的不断扩大，许多学习任务所需的计算与存储资源也呈现出急剧增长的趋势。即便是最基本
的任务，如聚类 (k-means, k-median)[1-2]和回归 (regression)[3]，在实际应用中若使用全部数据进行训练，往往会导
致极高的计算开销与训练时间。此外，存储海量数据本身也需要巨大的成本，这使得我们在实践中不得不考虑
分布式存储 (distributed model)[4-5]，或者采取选择性数据存储策略 (例如流模型 (streaming model))[6]，以在资源受
限的条件下实现高效的数据处理与学习。

为了解决上述问题，Sariel Har-Peled和 Soham Mazumdar在其研究工作中提出了一种高效的数据压缩方案：
核心集 (coreset)[7]。Coreset是一种高效的数据压缩技术，旨在从大规模数据中选取一个带权的小子集，保证在这
个小子集上做学习任务，就能得到原数据集的一个近似最优解。在过去二十年间，对 coreset的研究取得了长足的
发展，其应用范围已从传统机器学习扩展到现代深度学习等多个领域。例如，在持续学习 (Continual Learning)中，
coreset被用于缓解灾难性遗忘，通过保留具有代表性的样本来巩固旧知识[8-9];在主动学习 (Active Learning)中，
coreset帮助选取最具信息量的样本，从而提升标注效率[10];此外，在生成模型 (Deep Generative Models)的训练
中，coreset的引入也有助于加速训练过程，同时保持模型的生成性能[11-12];以及在大语言模型中 (Large Language

Models), coreset被用于从海量语料中选取最具代表性的数据子集，以实现高效的微调、指令调优及知识蒸馏，从
而在降低计算成本的同时保持模型性能[13-14]。

7.1 基本概念

定义 7.1 (Coreset)

♣

设有一个数据集 𝑃 = {𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛} ⊆ X，以及一个目标函数 𝑓 (𝑃, 𝑐) =
∑

𝑝∈𝑃 cost(𝑝, 𝑐), 其
中 𝑐 ∈ F 表示解空间，cost(𝑝, 𝑐) 表示数据点 𝑝 在解 𝑐 下的代价。若存在一个带权子集 𝑆 =

{(𝑞1, 𝑤1), (𝑞2, 𝑤2), . . . , (𝑞𝑚, 𝑤𝑚)}, (𝑚 � 𝑛),使得对于任意 𝑐 ∈ F，都有

(1 − 𝜀) 𝑓 (𝑃, 𝑐) ≤
∑

(𝑞𝑖 ,𝑤𝑖 ) ∈𝑆
𝑤𝑖 cost(𝑞𝑖 , 𝑐) ≤ (1 + 𝜀) 𝑓 (𝑃, 𝑐),

其中 𝜀 ∈ (0, 1)为近似误差常数，则称集合 𝑆是数据集 𝑃关于目标函数 𝑓 的一个 𝜀-coreset。

推论 7.1

♥
若 𝐶∗是在核心集 𝑆上的一个 𝛼-approx解，则 𝐶∗也是在原始数据集 𝑃上的一个 𝛼 · 1+𝜀

1−𝜀 -approx解。

证明 由于 𝐶∗是 𝑆上的一个 𝛼-approx解，故有

𝑓 (𝑆, 𝐶∗) ≤ 𝛼 · 𝑓 (𝑆, 𝐶opt),

其中 𝐶opt 表示在 𝑆上的最优解。根据 coreset的定义，对任意 𝑐都有

(1 − 𝜀) 𝑓 (𝑃, 𝑐) ≤ 𝑓 (𝑆, 𝑐) ≤ (1 + 𝜀) 𝑓 (𝑃, 𝑐)

对 𝐶opt 应用上界，可得
𝑓 (𝑆, 𝐶opt) ≤ (1 + 𝜀) 𝑓 (𝑃,𝐶opt)

对 𝐶∗应用下界，可得

𝑓 (𝑆, 𝐶∗) ≥ (1 − 𝜀) 𝑓 (𝑃,𝐶∗) ⇒ 𝑓 (𝑃,𝐶∗) ≤ 1
1 − 𝜀 𝑓 (𝑆, 𝐶

∗)

将上述不等式结合，可得

𝑓 (𝑃,𝐶∗) ≤ 1
1 − 𝜀 𝑓 (𝑆, 𝐶

∗) ≤ 𝛼

1 − 𝜀 𝑓 (𝑆, 𝐶opt) ≤
𝛼(1 + 𝜀)

1 − 𝜀 𝑓 (𝑃,𝐶opt)



7.2 k-中值聚类的 coreset

因此可得
𝑓 (𝑃,𝐶∗) ≤ 𝛼 · 1 + 𝜀

1 − 𝜀 · 𝑓 (𝑃,𝐶opt),

即 𝐶∗是在 𝑃上的一个 𝛼 · 1+𝜀
1−𝜀 -approx解。 ■

7.2 𝑘-中值聚类的 coreset

对于一个点集 𝑋 和一个点 𝑝 ∈ R𝑑，定义 d(𝑝, 𝑋) = min𝑥∈𝑋 ‖𝑥𝑝‖ 为点 𝑝 到集合 𝑋 的距离。定义集合 𝑄 ⊆ 𝑋
的直径（diameter）为 diam(𝑄) = max𝑠,𝑡∈𝑄 d(𝑠, 𝑡),即 𝑄 中任意两点之间的最大距离。记 w(𝑃) =

∑
𝑝∈𝑃 w(𝑝) 为

点集 𝑃的总权重（total weight）。
注我们仅考虑正整数权重的情形。一个普通的（未加权）点集 𝑃可以看作每个点的权重均为 1的加权点集，其
总权重为 |𝑃 |。

定义 7.2

♣

给定一个度量空间中的点集 𝑃，若其加权子集 S ⊆ 𝑃满足以下条件：��𝜈(𝐶,S) − 𝜈(𝐶, 𝑃)�� ≤ 𝜀 𝜈(𝐶, 𝑃)
对所有满足 |𝐶 | ≤ 𝑘 的点集 𝐶 ⊆ 𝑃均成立，则称 S是 𝑃的一个 (𝑘, 𝜀)-核心集，用于 𝑘-中值聚类。对于 𝑘-均
值聚类的 (𝑘, 𝜀)-核心集，定义方式类似。

定义 7.3

♣

设 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚}是一个点集。如果 𝑚 ≤ 𝛼𝑘，并且对于 𝑘-中值聚类（或 𝑘-均值聚类）有

𝜈(𝐴, 𝑃) ≤ 𝛽 𝜈opt (𝑘, 𝑃) （或𝜇(𝐴, 𝑃) ≤ 𝛽 𝜇opt (𝑘, 𝑃)）,

则称集合 𝐴是数据集 𝑃的一个 [𝛼, 𝛽]-双标准近似的中心集合（center set）。

7.2.1 Coreset构造

在本节中，我们将介绍一种经典的 coreset构造方法[15]，主要用于计算度量 𝑘-中值聚类的 (𝑘, 𝜀)-核心集。输
入包括一个含有 𝑛个点的集合 𝑃，以及参数 𝑘、𝜀和 𝜆。在点集 𝑃上定义了一个度量距离函数 d，它能够在常数
时间内计算任意两点之间的距离。我们的目标是从 𝑃中计算一个带权采样集合 S，使得 w(S) = w(𝑃),并且 S以
至少 1 − 𝜆的概率是 𝑃的一个 (𝑘, 𝜀)-核心集。

该算法包括以下两个主要步骤：
1. 将输入点集 𝑃划分为若干互不重叠的子集；
2. 从每个子集中进行随机抽样。

这些子集样本的并集即构成所需的 coreset。

步骤一：划分点集 𝑃

为简化表述，我们假设输入数据集 𝑃 为非加权点集。假设 A ⊆ 𝑃 是数据集 𝑃 的最优 𝑘-中值聚类的一个
[𝛼, 𝛽]-双标准近似的中心集合（center set）。即，

𝜈(A, 𝑃) ≤ 𝛽 𝜈opt (𝑘, 𝑃),

其中 A = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚}, 𝑚 ≤ 𝛼𝑘，且 𝛼, 𝛽 ≥ 1（这里 𝛼与 𝛽为常数）。
对于每个中心 𝑎𝑖，将其服务的点集记为 𝑃𝑖 ⊆ 𝑃，并定义

𝑅 =
𝜈(A, 𝑃)
𝛽𝑛

作为最优 𝑘-中值聚类的平均半径的下界。令
𝜙 = dlog(𝛽𝑛)e

98



7.2 k-中值聚类的 coreset

对于 𝑖 = 1, . . . , 𝑚和 𝑗 = 0, . . . , 𝜙，定义第 𝑗 个环形集合（ring set）：

𝑃𝑖, 𝑗 =


𝑃𝑖 ∩ ball(𝑎𝑖 , 𝑅), 𝑗 = 0,

𝑃𝑖 ∩
[
ball(𝑎𝑖 , 2 𝑗𝑅) \ ball(𝑎𝑖 , 2 𝑗−1𝑅)

]
, 𝑗 ≥ 1.

我们称 𝑃𝑖, 𝑗 为中心 𝑎𝑖 的第 𝑗 个环状集合（ring set），如图 7.1所示。易见，对于任意点 𝑝 ∈ 𝑃，其恰好属于某一
个 ring集合，因为所有点距离A中所有中心的最大距离不超过 𝛽𝑛𝑅。因此，这些 ring集合对点集 𝑃构成了一个
不重叠的划分。最后，为了在 𝑂 (𝑛𝑘)时间内计算中心集 A，我们采用 Indyk的算法[16]。

图 7.1: 环状分区示意图（Ring Partitioning of 𝑃 with respect to center 𝑎𝑖）[15]

注集合 𝑃𝑖, 𝑗 的计算方式如下：对于每个点 𝑝 ∈ 𝑃，我们首先计算 d(𝑝, 𝑎1), . . . , d(𝑝, 𝑎𝑚)，从而确定该点 𝑝属于哪
个 𝑃𝑖。接着，根据 d(𝑝, 𝑎𝑖) 与 𝑅，我们可以立即判断该点属于哪个 𝑃𝑖, 𝑗：如果 d(𝑝, 𝑎𝑖) ≤ 𝑅，则令 𝑗 = 0；否则，
令 𝑗 =

⌈
log d(𝑝,𝑎𝑖 )

𝑅

⌉
。对所有点执行这一过程的总时间复杂度为 𝑂 (𝑚𝑛) = 𝑂 (𝛼𝑘𝑛) = 𝑂 (𝑛𝑘)，因为 𝛼 = 𝑂 (1)。

步骤二：随机抽样
设采样大小为：

𝑠 =

⌈
𝑐𝛽2

𝜀2

(
𝑘 ln 𝑛 + ln

1
𝜆

)⌉
, (7.1)

其中 𝑐是一个充分大的常数。
对于所有 𝑖 = 1, . . . , 𝑚和 𝑗 = 0, . . . , 𝜙，若 |𝑃𝑖, 𝑗 | ≤ 𝑠，则直接令：

S𝑖, 𝑗 = 𝑃𝑖, 𝑗 .

否则，从 𝑃𝑖, 𝑗 中以有放回的方式独立、均匀地随机采样 𝑠个点，并为每个采样点赋予权重 |𝑃𝑖, 𝑗 |/𝑠，从而构成加
权集合 S𝑖, 𝑗。我们假设 |𝑃𝑖, 𝑗 |/𝑠为整数（可通过适当取整或补齐实现）。最终，构造的核集 S定义为：

S =
⋃
𝑖, 𝑗

S𝑖, 𝑗 .

我们称该集合 S是点集 𝑃的一个 (𝑘, 𝜀)-coreset。

7.2.2 正确性证明

观察 设 𝑃𝑖, 𝑗、𝐴、𝑅、𝛽、𝑛和 𝜈opt 的含义与前文相同，则有：
1. 对于每个 𝑝 ∈ 𝑃𝑖,0，有 0 ≤ d(𝐴, 𝑝) ≤ 𝑅。
2. 对于每个 𝑝 ∈ 𝑃𝑖, 𝑗，其中 𝑗 ≥ 1，有 2 𝑗−1𝑅 < d(𝐴, 𝑝) ≤ 2 𝑗𝑅。
3. 𝛽𝑛𝑅 = 𝜈(𝐴, 𝑃) ≤ 𝛽𝜈opt，其中 𝜈opt = 𝜈opt (𝑘, 𝑃)。

断言 7.1 设 𝜈opt = 𝜈opt (𝑘, 𝑃)。则有
∑
𝑖, 𝑗 |𝑃𝑖, 𝑗 | 2 𝑗𝑅 ≤ 3𝜈(𝐴, 𝑃) ≤ 3𝛽𝜈opt 以及

∑
𝑖, 𝑗 |𝑃𝑖, 𝑗 | diam(𝑃𝑖, 𝑗 ) ≤ 6𝜈(𝐴, 𝑃) ≤

6𝛽𝜈opt 成立。
证明 设 𝑝是 𝑃𝑖, 𝑗 中的任意一点。根据观察 (1)，当 𝑗 = 0时，2 𝑗𝑅 = 𝑅；当 𝑗 ≥ 1时，有 2 𝑗𝑅 ≤ 2d(𝐴, 𝑝) + 𝑅。因此，

2 𝑗𝑅 ≤ max
(
2d(𝐴, 𝑝), 𝑅

)
≤ 2d(𝐴, 𝑝) + 𝑅
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于是 ∑
𝑖, 𝑗

|𝑃𝑖, 𝑗 | 2 𝑗𝑅 =
∑
𝑖, 𝑗

∑
𝑝∈𝑃𝑖, 𝑗

2 𝑗𝑅

≤
∑
𝑖, 𝑗

∑
𝑝∈𝑃𝑖, 𝑗

(
2d(𝐴, 𝑝) + 𝑅

)
=
∑
𝑝∈𝑃

(
2d(𝐴, 𝑝) + 𝑅

)
= 2𝜈(𝐴, 𝑃) + |𝑃 |𝑅

= 2𝜈(𝐴, 𝑃) + 𝑛𝑅

≤ 3𝜈(𝐴, 𝑃) ≤ 3𝛽𝜈opt,

其中最后一步使用了观察 (3)。另一方面，由于 diam(𝑃𝑖, 𝑗 ) ≤ 2(2 𝑗𝑅)，上述不等式同时也推出了命题的第二部分。
■

引理 7.1

♥

([15]Lemma 3.5) 对于所有满足 |𝐶 | ≤ 𝑘 的集合 𝐶 ⊆ 𝑃，有��𝜈(𝐶, 𝑃) − 𝜈(𝐶, 𝑆)�� ≤ 𝜀 𝜈(𝐶, 𝑃)
以至少 1 − 𝜆/2的概率成立。

定理 7.1

♥

([15]Theorem 3.6) 设 𝑃 是度量空间中的一个包含 𝑛 个点的集合，给定参数 1 > 𝜀 > 0 和 𝜆 > 0，则可以在
O

(
𝑛𝑘 log(1/𝜆)

)
的时间内计算出一个带权集合 𝑆，其大小满足 |𝑆 | = O

(
𝑘𝜀−2 (𝑘 log 𝑛+log(1/𝜆)

)
log 𝑛

)
，并且 𝑆

是集合 𝑃在 𝑘-median聚类意义下的一个 (𝑘, 𝜀)-coreset，成立的概率至少为 1−𝜆。如果点集 𝑃是带权的，总权
重为𝑊，则其运行时间为𝑂 (𝑛𝑘 log(1/𝜆) log log𝑊)，而 coreset的大小为𝑂 (𝑘𝜀−2 (𝑘 log 𝑛+ log(1/𝜆)) log2𝑊)。

证明 该算法的具体步骤在第 7.2.1节中给出。假设 𝜈(𝐴, 𝑃) ≤ 𝛽𝜈opt (𝑘, 𝑃)以至少 1−𝜆/2的概率成立。由引理 7.2.2，
可知对于所有大小至多为 𝑘 的集合 𝐶 ⊆ 𝑃，有��𝜈(𝐶, 𝑃) − 𝜈(𝐶, 𝑆)�� ≤ 𝜀𝜈(𝐶, 𝑃)
以至少 1 − 𝜆/2的概率成立。将两者结合可得该性质以至少 1 − 𝜆/2 − 𝜆/2 = 1 − 𝜆的概率成立。如果 𝑃是无权的
（unweighted），则 coreset的大小满足

|𝑆 | = O(𝑚𝜙𝑆) = O
(
𝑘𝜀−2 (𝑘 log 𝑛 + log(1/𝜆)) log 𝑛

)
如果 𝑃是有权的（weighted），则

|𝑆 | = O(𝑚𝜙𝑆) = O
(
𝑘𝜀−2 (𝑘 log 𝑛 + log(1/𝜆)) log2𝑊

)
算法的整体运行时间主要由计算集合 𝐴的过程决定。当 𝑃为无权时，运行时间为 O

(
𝑛𝑘 log(1/𝜆)

)
，当 𝑃为有权

时，运行时间为 O
(
𝑛𝑘 log(1/𝜆) log log𝑊

)
。 ■

Streaming性质：
1. 如果 S1 和 S2 分别是两个互不相交的集合 𝑃1 和 𝑃2 的 (𝑘, 𝜀)-coreset，则 S1 ∪ S2 是 𝑃1 ∪ 𝑃2 的一个 (𝑘, 𝜀)-

coreset。
2. 如果S1是S2的一个 (𝑘, 𝜀)-coreset，且S2是S3的一个 (𝑘, 𝛿)-coreset，则S1是S3的一个 (𝑘, (1+𝜀)(1+𝛿)−1)-

coreset。
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7.3 重要性采样（Importance Sampling）

设 {𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛} ⊆ [0,Δ]。根据 Hoeffding不等式，若采用均匀采样，为了保证以 1− 𝛿的概率使误差不超
过 𝜀，所需的样本数为

𝑚 = O
(
Δ2

𝜀2 log
1
𝛿

)
(7.2)

然而，当

𝜇 =
1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑞𝑖 � Δ (7.3)

时，均匀采样的效果往往较差。这是因为 Hoeffding界依赖于 Δ的上界，而与实际数据分布无关，导致所需样本
数被过大估计。

为改善这一问题，可以引入重要性采样（Importance Sampling）。该方法对所有数据点进行如下变换：

𝑞𝑖 → 𝑞𝑖 =
𝜙

𝑛 𝜙𝑖
· 𝑞𝑖 , 0 ≤ 𝑞𝑖 ≤ 𝜙𝑖 , 𝜙 =

1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝜙𝑖 , (7.4)

其中 𝜙𝑖 是与数据点 𝑖相关的某个重要性权重。
接着，以如下概率对变换后的 𝑞𝑖 进行采样：

Prob(𝑞𝑖) =
𝜙𝑖
𝜙

(7.5)

该变换保持了期望不变：
𝑛∑
𝑖=1

Prob(𝑞𝑖) · 𝑞𝑖 =
𝑛∑
𝑖=1

𝜙𝑖
𝜙
· 𝜙

𝑛 𝜙𝑖
· 𝑞𝑖

=
1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑞𝑖 (7.6)

同时，可以验证对于任意 𝑖，有 𝑞𝑖 ∈
[
0, 𝜙𝑛

]
，而原始的 𝑞𝑖 ∈ [0,Δ]。因此，再次应用 Hoeffding不等式，可得

在重要性采样下所需的样本数为

𝑚 = O
(
𝜙2

𝑛2𝜀2 log
1
𝛿

)
(7.7)

与均匀采样相比，当 𝜙 � 𝑛Δ时，重要性采样所需的样本数显著减少，从而在保证相同误差界的前提下，大
幅降低了采样复杂度。关于利用重要性采样构建 coreset的具体方法和算法，可参见文献[17].

7.4 深度学习中的 Coreset

随着现代深度学习模型在规模日益庞大的数据集（如 ImageNet、OpenWebText等）上进行训练，训练过程
变得愈发昂贵且耗时，带来了严重的计算与存储开销。这种数据爆炸现象进一步加剧了效率瓶颈：高昂的计算
和内存成本限制了深度模型的可扩展性，尤其是在边缘设备或资源受限的场景下。为应对这一问题，coreset方
法被提出，其核心思想是从原始数据集中选取一个规模较小但具有代表性的数据子集，以尽可能保留原始训练
过程中的模型行为。通过合理构建 coreset，可以在保证模型性能的前提下显著提升训练与推理的效率，减少存
储和内存占用，并通过更优的数据选择提升泛化能力。然而，如何有效地选择既具有信息量又具备多样性的样
本，使其能够准确反映数据分布与模型的学习动态，仍然是 coreset方法面临的核心挑战。在本章节中，我们将
主要介绍 coreset在持续学习（Continual Learning）、主动学习（Active Learning）以及生成模型（Generative
Models）中的应用。
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7.4.1 持续学习

持续学习（Continual Learning）是一种学习范式，其目标是在一系列连续到来的任务上对神经网络进行训
练，使其能够在获取新知识的同时，保持在先前已学习任务上的性能。然而，该范式面临一个根本性的挑战，即
灾难性遗忘（catastrophic forgetting）：当模型适应新任务时，往往会导致其在早期任务上的性能显著下降。为
缓解灾难性遗忘问题，基于重放（replay-based）的方法得到了广泛研究。这类方法通常维护一个小型的记忆缓
冲区（memory buffer），其中存储了部分历史训练样本。由于存储容量有限，核心问题在于如何有效地构建这一
记忆缓冲区。一个自然的思路是从 coreset的角度来处理该问题，即选取最具代表性的一小部分样本。形式化地，
重放方法通常在固定大小为 𝑀 的记忆缓冲区约束下运行。对于每个 𝑡 ≥ 1，设 𝑋𝑡 表示第 𝑡 个任务的数据，目标
是从中选取一个 coreset 𝑆𝑡 ⊆ 𝑋𝑡，使其能够很好地近似原始数据集 𝑋𝑡。在训练新任务时，模型参数 𝜃通过优化如
下复合目标函数来更新，该目标同时考虑了当前任务数据与存储的 coreset：

𝐿 (𝜃) = 𝐿 (𝜃; 𝑋𝑡+1) + 𝜆𝐿 (𝜃;𝑀), (7.8)

其中 𝜆 > 0控制重放项的权重。
举例 7.1为了解决上述灾难性遗忘问题，Yoon 等人[8] 提出了 Online Coreset Selection (OCS) 方法。该方法简
单而高效，在每一次迭代中选取最具代表性和信息量的样本，并以在线 (Online) 的方式在这些样本上训练模型。
具体来说，他们提出了三种基于梯度的 coreset 选择准则：

1. 小批量相似性（minibatch similarity）：优先选择最能代表当前任务数据分布的样本；

S(𝑏𝑡 ,𝑛 | B𝑡 ) =
∇ 𝑓Θ (𝑏𝑡 ,𝑛) ∇̄ 𝑓Θ (B𝑡 )>

∇ 𝑓Θ (𝑏𝑡 ,𝑛)

 · 

∇̄ 𝑓Θ (B𝑡 )

 .

2. 样本多样性（sample diversity）：鼓励选择冗余度较低的样本，以提高输入空间的覆盖率；

V(𝑏𝑡 ,𝑛 | B𝑡 \ 𝑏𝑡 ,𝑛) =
−1

𝑁𝑡 − 1

𝑁𝑡−1∑
𝑝≠𝑛

∇ 𝑓Θ (𝑏𝑡 ,𝑛) ∇ 𝑓Θ (𝑏𝑡 , 𝑝)>

∇ 𝑓Θ (𝑏𝑡 ,𝑛)

 · 

∇ 𝑓Θ (𝑏𝑡 , 𝑝)

 .
3. Coreset 亲和性（coreset affinity）：通过减少已选择样本与已获得知识之间的干扰，从而提升不同任务之
间的稳定性。

A(𝑏𝑡 ,𝑛 | BM ∼ M) =
∇ 𝑓Θ (𝑏𝑡 ,𝑛) ∇̄ 𝑓Θ (BM)>

∇ 𝑓Θ (𝑏𝑡 ,𝑛)

 · 

∇̄ 𝑓Θ (BM)

 .

其中，𝑏𝑡 ,𝑛 = {𝑥𝑡 ,𝑛, 𝑦𝑡 ,𝑛} 表示第 𝑡 个任务中第 𝑛 个样本及其标签，B𝑡 表示当前任务的小批量样本集，𝑁𝑡 是 B𝑡
的大小，∇ 𝑓Θ (·) 表示在参数 Θ 下计算得到的梯度，𝐵𝑀 表示从记忆缓冲区 M 中采样得到的样本集合。

7.4.2 主动学习

在本节中，我们主要介绍池式主动学习（pool-based active learning），这是深度学习中最常用的一类主动学
习方法。池式主动学习假设最初只有一个较小的有标签数据集，以及一个较大的无标签数据池可供采样。它通
常包含以下四个迭代步骤：

1. 在有标签数据集上训练目标模型；
2. 基于训练好的模型，从无标签数据中选择重要样本；
3. 将所选样本交由标注者进行标注；
4. 将新标注的数据添加回有标签数据集中。

在该过程中，通常会设定一个标注预算，其规模远小于无标签数据集的大小，因此只能在预算内标注少量重要
样本。很自然地，可以从 coreset构建的角度来看待该问题。
举例 7.2 Sener和 Savarese[10] 将主动学习问题形式化为一个 coreset选择问题，其核心思想是从无标签数据池中
选择一个子集，使其在特征空间中能够很好地代表整个数据分布。具体地，他们将样本选择建模为一个 k-center
问题：给定一个无标签样本池 U 和当前的有标签集合 L，目标是选择一个大小为 𝑘 的子集 S ⊆ U，最小化所
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有样本点到其最近被选点的最大距离 (如图 7.2所示)：

min
S⊆U, |S |=𝑘

max
𝑥∈U

min
𝑠∈S∪L

Δ(𝑥, 𝑠), (7.9)

其中 Δ(·, ·) 是在特征空间上的距离度量。该目标确保了所选样本集在输入空间中具有良好的覆盖性，从而提升
模型在未标注区域的泛化能力。

图 7.2: 基于 k-center的主动学习样本选择示意图。图中红点表示未标注样本，蓝点表示已选样本，圆表示以已
选样本为中心的覆盖球，𝛿𝑠 表示未标注样本到最近已选样本的最大距离。该方法旨在最小化 𝛿𝑠，从而最大化特
征空间的覆盖。

7.4.3 生成模型

近年来，一些研究探索了如何利用 coreset 选择来提升深度生成模型的训练效率。一类工作关注于 数据子
集选择，即在训练前从完整数据集中选取一个小而具有代表性的子集用于模型训练。例如，Sinha等人[11] 提出
通过选择信息量较大的样本子集来训练 GAN，并证明只使用原始数据的一小部分即可获得具有竞争力的生成效
果。另一类研究则关注于自适应的 coreset选择，即在训练过程中根据样本对模型改进的贡献动态选择数据点，
从而相比静态子集获得更好的数据利用效率。这些方法充分展示了 coreset技术在降低深度生成模型的数据与计
算需求方面的潜力，同时保持较高的模型性能。
举例 7.3 Small-GAN[11] 通过引入两个 coreset 来提升 GAN 训练效率，其核心思想是将 coreset 选择问题形式
化为一个 𝑘-center 问题，并使用欧氏距离作为距离度量。具体来说，Small-GAN 分别在噪声分布和真实数据分
布上构建两个 coreset：

噪声分布 coreset：从生成器输入的噪声分布中随机采样一个较大的批次，然后使用 Gonzalez 算法[18] 选
择一个较小的子集作为 coreset，用于生成多样化的样本。
真实数据 coreset：首先计算真实样本的 Inception 嵌入表示（Inception Embeddings）[19]，然后在嵌入空
间中同样使用 𝑘-center 选择，得到代表性的样本子集。

通过在噪声和真实数据上分别构建 coresets，Small-GAN 能够在不增加额外计算开销的情况下提升批次的代表
性，从而稳定对抗训练过程并提升生成图像的质量。

7.4.4 大语言模型中的 Coreset

随着大语言模型（Large Language Models, LLMs）在自然语言处理任务中展现出卓越的能力，其训练所需的
数据规模和计算成本也急剧上升。当前主流的 LLM通常在万亿级别的文本数据上进行训练，这对存储、计算以
及标注资源都提出了前所未有的挑战。如何在不显著降低模型性能的前提下，减少训练数据规模，已经成为大
规模模型训练中的关键问题之一。Coreset技术为这一问题提供了一种有潜力的解决思路。通过从大规模数据集
中选取一个具有代表性和信息性的子集进行训练，可以在大幅降低计算开销和存储需求的同时，保持甚至提升
模型的泛化能力。在大语言模型的背景下，Coreset主要应用于微调（fine-tuning）阶段的数据压缩与高效采样。
举例 7.4 Nguyen 等人（2025）[14]提出了 CoLM（Coresets for Language Models）方法，将 coreset 技术应用于
大规模语言模型的微调过程，以降低内存占用并提升训练效率。该方法的核心思想是：在每次迭代中，从一个
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较大的随机 mini-batch中选择一个较小但能很好近似原始梯度的 mini-batch coreset，从而在不损失模型性能的
前提下减少激活缓存与梯度存储的开销。

与图像领域常用的梯度匹配方法不同，直接在语言数据上应用传统 coreset方法效果较差，主要原因包括：（1）
多数据源混合时存在显著的不平衡，小数据源样本容易被忽略；（2）Adam优化器的梯度缩放影响未被考虑；（3）
语言模型梯度空间维度极高，距离度量容易退化。为了解决这些问题，CoLM 提出了以下三步策略：

1. 小数据源样本保留：对来自小数据源的样本全部纳入 coreset，以保证它们在训练中的代表性；
2. 梯度归一化：对梯度进行历史归一化，使其更好地匹配 Adam 的自适应更新；
3. 梯度维度压缩：在最后的 V-projection 层上使用零阶梯度估计（SPSA）与梯度稀疏化技术，以降低维度
并保留关键梯度信息。
在多个主流模型（如 Phi-2、Phi-3、Zephyr、LLaMA-3）上的实验表明，CoLM方法在仅使用一半 mini-batch

大小的情况下，就能达到甚至超过使用完整 batch 的训练效果，同时显著减少了 GPU 内存占用。这一结果展
示了 coreset 技术在大规模语言模型训练中的强大潜力，尤其是在多数据源混合训练的场景下。

本章参考文献

[1] LIKAS A, VLASSIS N, VERBEEK J J. The global k-means clustering algorithm[J]. Pattern recognition, 2003,

36(2): 451-461.

[2] PARK H S, JUN C H. A simple and fast algorithm for K-medoids clustering[J]. Expert systems with applications,

2009, 36(2): 3336-3341.

[3] LEWIS-BECK C, LEWIS-BECK M. Applied regression: An introduction: vol. 22[M]. Sage publications, 2015.

[4] CAMPONOGARA E, JIA D, KROGH B H, et al. Distributed model predictive control[J]. IEEE control systems

magazine, 2002, 22(1): 44-52.

[5] CHRISTOFIDES P D, SCATTOLINI R, DE LA PENA D M, et al. Distributed model predictive control: A tutorial

review and future research directions[J]. Computers & Chemical Engineering, 2013, 51: 21-41.

[6] ALON N, MATIAS Y, SZEGEDY M. The space complexity of approximating the frequency moments[C]//

Proceedings of the twenty-eighth annual ACM symposium on Theory of computing. 1996: 20-29.

[7] HAR-PELED S, MAZUMDAR S. On coresets for k-means and k-median clustering[C]//Proceedings of the thirty-

sixth annual ACM symposium on Theory of computing. 2004: 291-300.

[8] YOON J, MADAAN D, YANG E, et al. Online Coreset Selection for Rehearsal-based Continual Learning[C]//

International Conference on Learning Representations.

[9] BORSOS Z, MUTNY M, KRAUSE A. Coresets via bilevel optimization for continual learning and streaming[J].

Advances in neural information processing systems, 2020, 33: 14879-14890.

[10] SENER O, SAVARESE S. Active Learning for Convolutional Neural Networks: A Core-Set Approach[C]//

International Conference on Learning Representations. 2018.

[11] SINHA S, ZHANG H, GOYAL A, et al. Small-gan: Speeding up gan training using core-sets[C]//International

Conference on Machine Learning. 2020: 9005-9015.

[12] LI Y, ZHANG Y, LIU S, et al. Pruning then reweighting: Towards data-efficient training of diffusion models[C]//

ICASSP 2025-2025 IEEE International Conference on Acoustics, Speech and Signal Processing (ICASSP). 2025:

1-5.

[13] SAN JOAQUIN A, WANG B, LIU Z, et al. In2Core: Leveraging Influence Functions for Coreset Selection in

Instruction Finetuning of Large Language Models[C]//Findings of the Association for Computational Linguistics:

EMNLP 2024. 2024: 10324-10335.

104



7.4 深度学习中的 Coreset

[14] NGUYEN D, YANG W, ANAND R, et al. Mini-batch Coresets for Memory-efficient Language Model Training

on Data Mixtures[C]//The Thirteenth International Conference on Learning Representations. 2025.

[15] CHEN K. On coresets for k-median and k-means clustering in metric and euclidean spaces and their applications

[J]. SIAM Journal on Computing, 2009, 39(3): 923-947.

[16] INDYK P. Sublinear time algorithms for metric space problems[C]//Proceedings of the thirty-first annual ACM

symposium on Theory of computing. 1999: 428-434.

[17] FELDMAN D, LANGBERG M. A unified framework for approximating and clustering data[C]//Proceedings of

the forty-third annual ACM symposium on Theory of computing. 2011: 569-578.

[18] GONZALEZ T F. Clustering to minimize the maximum intercluster distance[J]. Theoretical computer science,

1985, 38: 293-306.

[19] SZEGEDY C, IOFFE S, VANHOUCKE V, et al. Inception-v4, inception-resnet and the impact of residual connec-

tions on learning[C]//Proceedings of the AAAI conference on artificial intelligence: vol. 31: 1. 2017.

105



第八章 最优传输

最优传输 (Optimal Transport, OT)为比较概率分布提供了一个强大的几何工具[1]，在数据科学领域有着广泛
的应用[2]。然而，对于大型数据集而言，精确 OT的计算通常过于缓慢。本笔记介绍了 Sinkhorn距离，它源于
OT问题的熵正则化版本。熵正则化平滑了问题，使得通过 Sinkhorn算法可以实现更快速的迭代求解。我们将探
讨其公式、算法，并讨论为什么 Sinkhorn距离已成为在实际大规模数据科学任务中应用 OT原理的基石。

8.1 最优传输 (OT)简介

8.1.1 问题背景：搬土堆

想象一下，你有两堆土，代表两个概率分布。最优传输，在其最初由Monge提出的形式中，旨在找到将第
一堆土以最有效的方式移动以匹配第二堆土的形状，同时最小化所做的总功（例如，质量 ×距离）。
在数据科学中，这些“土堆”可以是直方图、词嵌入、图像像素强度或数据的任何其他离散表示。移动“土”

的“成本”可以通过距离度量来定义（例如，特征向量之间的欧几里得距离）。

8.1.2 数学公式 (Kantorovich松弛)

令 𝑟 ∈ R𝑛+ 和 𝑐 ∈ R𝑚+ 为两个离散概率分布（直方图），即
∑𝑛
𝑖=1 𝑟𝑖 =

∑𝑚
𝑗=1 𝑐 𝑗 = 1。（原论文也考虑了非归一化

的正向量，这是一个轻微的推广。）令 𝐶 ∈ R𝑛×𝑚+ 为成本矩阵，其中 𝐶𝑖 𝑗 是将单位质量从分布 𝑟 的第 𝑖个箱格运输
到分布 𝑐的第 𝑗 个箱格的成本。

目标是找到一个传输计划（或耦合）𝑃 ∈ R𝑛×𝑚+ ，它指定了从箱格 𝑟𝑖 到箱格 𝑐 𝑗 流动多少质量 𝑃𝑖 𝑗。该计划必
须满足边际约束：

𝑚∑
𝑗=1

𝑃𝑖 𝑗 = 𝑟𝑖 ∀𝑖 = 1, . . . , 𝑛 (𝑃1𝑚 = 𝑟) (8.1)

𝑛∑
𝑖=1

𝑃𝑖 𝑗 = 𝑐 𝑗 ∀ 𝑗 = 1, . . . , 𝑚 (𝑃𝑇1𝑛 = 𝑐) (8.2)

所有此类有效传输计划的集合表示为𝑈 (𝑟, 𝑐)。
最优传输距离（或推土机距离、Wasserstein距离）是最小的总成本：

𝐿𝐶 (𝑟, 𝑐) = min
𝑃∈𝑈 (𝑟 ,𝑐)

𝑛∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑗=1

𝑃𝑖 𝑗𝐶𝑖 𝑗 = min
𝑃∈𝑈 (𝑟 ,𝑐)

〈𝑃,𝐶〉𝐹

其中 〈·, ·〉𝐹 是 Frobenius内积。

8.1.3 挑战：计算成本

如上定义的 OT问题是一个线性规划问题。对于具有 𝑛和 𝑚个箱格的分布，精确求解器复杂度约为 𝑂 ((𝑛 +
𝑚)3 log(𝑛 +𝑚))，如果 𝑛 ≈ 𝑚 ≈ 𝑁，则为 𝑂 (𝑁3 log 𝑁)。这对于大的 𝑁（例如，𝑁 > 1000）来说计算成本过高，而
这在许多数据科学应用中很常见（例如，高分辨率图像或大型词汇表[3-4]）。

8.1.4 熵正则化：一条更平滑的路径

为了克服计算障碍，可以在OT问题中添加熵正则化项的思想，从而引入矩阵缩放的算法以便加速和并行[2]。



8.1 最优传输 (OT)简介

图 8.1: 最优传输概念示意图。左侧矩阵中的项对应两个分布的支撑点对应的 coupling权重，颜色越深代表数值
越大。右图是直观的匹配。

添加熵

传输计划 𝑃的熵定义为：
𝐻 (𝑃) = −

∑
𝑖, 𝑗

𝑃𝑖 𝑗 (log 𝑃𝑖 𝑗 − 1)

最大化熵鼓励传输计划 𝑃更“平滑”或更分散，避免过于稀疏的解。

正则化 OT问题

熵正则化 OT问题为：

𝐿𝜆𝐶 (𝑟, 𝑐) = min
𝑃∈𝑈 (𝑟 ,𝑐)

©­«
∑
𝑖, 𝑗

𝑃𝑖 𝑗𝐶𝑖 𝑗 − 𝜆𝐻 (𝑃)ª®¬
这里，𝜆 > 0是正则化参数。

当 𝜆→ 0时，问题接近原始（未正则化）的 OT问题。
当 𝜆→∞时，熵项占主导地位，𝑃𝑖 𝑗 趋向于 𝑟𝑖𝑐 𝑗（边际的乘积，忽略成本）。
对于有限的 𝜆 > 0，我们得到一个权衡：一个计划 𝑃𝜆平衡了最小化真实传输成本和保持足够的熵。

关键的洞察是，这个正则化问题是严格凸的，并且可以更有效地求解。

关于解空间的性质

在讨论 Sinkhorn算法之前，我们先引入两个与熵约束相关的引理。这里我们定义香农熵 (Shannon entropy)

为 ℎ(𝑋) = −
∑
𝑘 𝑋𝑘 log 𝑋𝑘。注意这与上文定义的 𝐻 (𝑃) 略有不同：𝐻 (𝑃) = ℎ(𝑃) +

∑
𝑖, 𝑗 𝑃𝑖 𝑗。如果 𝑃是一个概率

分布 (
∑
𝑃𝑖 𝑗 = 1)，则 𝐻 (𝑃) = ℎ(𝑃) + 1。

引理 8.1

♥

令 𝑈𝛼 (𝑟, 𝑐) := {𝑃 ∈ 𝑈 (𝑟, 𝑐) |𝐾𝐿 (𝑃 | |𝑟𝑐𝑇 ) ≤ 𝛼}。则 𝑈𝛼 (𝑟, 𝑐) = {𝑃 ∈ 𝑈 (𝑟, 𝑐) |ℎ(𝑃) ≥ ℎ(𝑟) + ℎ(𝑐) − 𝛼}，并且
𝑈𝛼 (𝑟, 𝑐) ⊂ 𝑈 (𝑟, 𝑐)。
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证明 KL散度定义为 𝐾𝐿 (𝑃 | |𝑄) =
∑
𝑖, 𝑗 𝑃𝑖 𝑗 log 𝑃𝑖 𝑗

𝑄𝑖 𝑗
。令 𝑄𝑖 𝑗 = 𝑟𝑖𝑐 𝑗。则 𝑟𝑐𝑇 表示 𝑟 和 𝑐的独立耦合。

𝐾𝐿 (𝑃 | |𝑟𝑐𝑇 ) =
∑
𝑖, 𝑗

𝑃𝑖 𝑗 log
𝑃𝑖 𝑗

𝑟𝑖𝑐 𝑗

=
∑
𝑖, 𝑗

𝑃𝑖 𝑗 log 𝑃𝑖 𝑗 −
∑
𝑖, 𝑗

𝑃𝑖 𝑗 log 𝑟𝑖 −
∑
𝑖, 𝑗

𝑃𝑖 𝑗 log 𝑐 𝑗

= −ℎ(𝑃) −
∑
𝑖

©­«
∑
𝑗

𝑃𝑖 𝑗
ª®¬ log 𝑟𝑖 −

∑
𝑗

(∑
𝑖

𝑃𝑖 𝑗

)
log 𝑐 𝑗

由于 𝑃 ∈ 𝑈 (𝑟, 𝑐)，我们有
∑

𝑗 𝑃𝑖 𝑗 = 𝑟𝑖 和
∑
𝑖 𝑃𝑖 𝑗 = 𝑐 𝑗。代入上式：

𝐾𝐿 (𝑃 | |𝑟𝑐𝑇 ) = −ℎ(𝑃) −
∑
𝑖

𝑟𝑖 log 𝑟𝑖 −
∑
𝑗

𝑐 𝑗 log 𝑐 𝑗

= −ℎ(𝑃) + ℎ(𝑟) + ℎ(𝑐)

因此，条件 𝐾𝐿 (𝑃 | |𝑟𝑐𝑇 ) ≤ 𝛼等价于 −ℎ(𝑃) + ℎ(𝑟) + ℎ(𝑐) ≤ 𝛼，即 ℎ(𝑃) ≥ ℎ(𝑟) + ℎ(𝑐) − 𝛼。𝑈𝛼 (𝑟, 𝑐) ⊂ 𝑈 (𝑟, 𝑐)的关
系由𝑈𝛼 (𝑟, 𝑐) 的定义直接得出，因为它是在𝑈 (𝑟, 𝑐)的基础上增加了一个额外的约束。 ■

引理 8.2

♥
集合𝑈𝛼 (𝑟, 𝑐) 是凸集。

证明 首先，集合 𝑈 (𝑟, 𝑐) = {𝑃 ∈ R𝑛×𝑚+ |𝑃1𝑚 = 𝑟, 𝑃𝑇1𝑛 = 𝑐} 是凸集。这是因为它是由一系列线性等式约束
(𝑃1𝑚 = 𝑟, 𝑃𝑇1𝑛 = 𝑐)和非负约束 (𝑃𝑖 𝑗 ≥ 0)定义的，这些约束共同形成一个多面体，因此是凸的。

其次，函数 𝑓 (𝑃) = 𝐾𝐿 (𝑃 | |𝑟𝑐𝑇 )对于固定的 𝑟𝑐𝑇 是关于 𝑃的凸函数。因此，集合 {𝑃 ∈ R𝑛×𝑚+ |𝐾𝐿 (𝑃 | |𝑟𝑐𝑇 ) ≤ 𝛼}
是一个凸函数的子水平集 (sublevel set)，所以它也是凸集。

集合𝑈𝛼 (𝑟, 𝑐)是两个凸集𝑈 (𝑟, 𝑐)和 {𝑃 |𝐾𝐿 (𝑃 | |𝑟𝑐𝑇 ) ≤ 𝛼}的交集。两个凸集的交集仍然是凸集。因此，𝑈𝛼 (𝑟, 𝑐)
是凸集。 ■

定理 8.1

♥
对任意 𝛼 ≥ 0, 𝑀 ∈ M, 𝑑𝑀,𝛼 都对称且满足三角不等式。

引理 8.3 (熵约束下的粘合引理)

♥

设 𝛼 ≥ 0，𝑥, 𝑦, 𝑧 为 Σ𝑑 中的三个元素, 𝑃 ∈ 𝑈𝛼 (𝑥, 𝑦) 和 𝑄 ∈ 𝑈𝛼 (𝑦, 𝑧) 分别为 (𝑥, 𝑦) 和 (𝑦, 𝑧) 对应传输多面
体中满足熵约束的两个联合概率分布, 𝑆 为 𝑑 × 𝑑 矩阵，其第 (𝑖, 𝑘) 个元素定义为 𝑠𝑖𝑘 =

∑
𝑗
𝑝𝑖 𝑗𝑞 𝑗𝑘

𝑦 𝑗
。则有

𝑆 ∈ 𝑈𝛼 (𝑥, 𝑧)。

证明见 Cuturi原文[5]。
证明 [定理8.1的证明] 𝑑𝑀,𝛼 的对称性源于 𝑀 的对称性.设 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ Σ𝑑 . 设 𝑃 ∈ 𝑈𝛼 (𝑥, 𝑦) 和 𝑄 ∈ 𝑈𝛼 (𝑦, 𝑧) 为分别计
算 𝑑𝑀,𝛼 (𝑥, 𝑦)和 𝑑𝑀,𝛼 (𝑦, 𝑧) 得到的最优解. 使用引理8.3得到的 𝑆 of𝑈𝛼 (𝑥, 𝑧),我们有如下的不等式:

𝑑𝑀,𝛼 (𝑥, 𝑧) = min
𝑃∈𝑈𝛼 (𝑥,𝑧)

〈𝑃, 𝑀 〉 ≤ 〈𝑆, 𝑀 〉 =
∑
𝑖𝑘

𝑚𝑖𝑘
∑
𝑗

𝑝𝑖 𝑗𝑞 𝑗𝑘

𝑦 𝑗

≤
∑
𝑖 𝑗𝑘

(
𝑚𝑖 𝑗 + 𝑚 𝑗𝑘

) 𝑝𝑖 𝑗𝑞 𝑗𝑘
𝑦 𝑗

=
∑
𝑖 𝑗𝑘

𝑚𝑖 𝑗
𝑝𝑖 𝑗𝑞 𝑗𝑘

𝑦 𝑗
+ 𝑚 𝑗𝑘

𝑝𝑖 𝑗𝑞 𝑗𝑘

𝑦 𝑗

=
∑
𝑖 𝑗

𝑚𝑖 𝑗 𝑝𝑖 𝑗
∑
𝑘

𝑞 𝑗𝑘

𝑦 𝑗
+
∑
𝑗𝑘

𝑚 𝑗𝑘𝑞 𝑗𝑘
∑
𝑖

𝑝𝑖 𝑗

𝑦 𝑗

=
∑
𝑖 𝑗

𝑚𝑖 𝑗 𝑝𝑖 𝑗 +
∑
𝑗𝑘

𝑚 𝑗𝑘𝑞 𝑗𝑘 = 𝑑𝑀,𝛼 (𝑥, 𝑦) + 𝑑𝑀,𝛼 (𝑦, 𝑧).■

■
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图 8.2: Sinkhorn算法的迭代过程。可以看到，对于固定的 𝜆,𝑈𝛼 (𝑟, 𝑐) 平滑地逼近原线性规划问题的凸多面体定
义域。随着 𝜆变大，Sinkhorn算法求得的解越来越趋近于最优传输问题的精确解。图源为[5]

.

8.1.5 Sinkhorn算法

熵正则化 OT问题的解 𝑃𝜆具有特定结构：

𝑃𝜆𝑖 𝑗 = 𝑢𝑖𝐾𝑖 𝑗𝑣 𝑗

其中：
𝐾 是一个 Gibbs核矩阵，其中 𝐾𝑖 𝑗 = 𝑒−𝐶𝑖 𝑗/𝜆。
𝑢 ∈ R𝑛+和 𝑣 ∈ R𝑚+ 是缩放向量（对偶变量）。

这些缩放向量 𝑢和 𝑣可以通过一个称为 Sinkhorn算法（或 Sinkhorn-Knopp算法，最初为矩阵缩放开发）的简单
迭代过程找到。

迭代缩放

给定 𝑟, 𝑐, 𝐶 和 𝜆：
1. 计算 𝐾𝑖 𝑗 = 𝑒−𝐶𝑖 𝑗/𝜆。
2. 初始化 𝑣 (0) = 1𝑚（长度为 𝑚的全 1向量）。
3. 对于 𝑙 = 0, 1, 2, . . . 直到收敛：

𝑢 (𝑙+1) = 𝑟./(𝐾𝑣 (𝑙) ) (逐元素除法) (8.3)

𝑣 (𝑙+1) = 𝑐./(𝐾𝑇𝑢 (𝑙+1) ) (逐元素除法) (8.4)

（这里，./表示逐元素除法。为了数值稳定性，通常会向分母添加小常数，或在对数空间中进行计算。）
一旦 𝑢和 𝑣收敛（例如，到 𝑢∗ 和 𝑣∗），最优正则化传输计划为 𝑃𝜆 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑢∗)𝐾𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑣∗)。

计算优势

Sinkhorn 算法的每次迭代都涉及矩阵-向量乘法（𝐾𝑣 和 𝐾𝑇𝑢），其成本为 𝑂 (𝑛𝑚)。该算法通常收敛非常快
（几何级数收敛）。与精确 OT求解器的 𝑂 (𝑁3 log 𝑁) 复杂度相比，这是一个巨大的速度提升，使其对于数千甚至
更大的 𝑁 都是可行的。
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8.2 最优传输的更多应用

8.1.6 Sinkhorn距离

从熵正则化问题的解中获得的 𝐿𝜆𝐶 (𝑟, 𝑐)的传输成本部分 〈𝑃
𝜆, 𝐶〉𝐹 通常被称为 Sinkhorn距离。

𝑑𝐶,𝜆 (𝑟, 𝑐) =
∑
𝑖, 𝑗

𝑃𝜆𝑖 𝑗𝐶𝑖 𝑗

值得注意的是：
Sinkhorn距离是真实 OT距离 𝐿𝐶 (𝑟, 𝑐)的一个近似。正则化目标函数值 𝐿𝜆𝐶 (𝑟, 𝑐)是真实 OT成本 𝐿𝐶 (𝑟, 𝑐)的
一个下界（如果 𝜆𝐻 (𝑃)如目标函数中那样被减去）。更准确地说，𝐿𝜆𝐶 (𝑟, 𝑐)是正则化目标的值，而 Sinkhorn

距离本身是 〈𝑃𝜆, 𝐶〉𝐹。对于 𝜆 > 0，这个值通常大于 𝐿𝐶 (𝑟, 𝑐)。
近似的质量取决于 𝜆。较小的 𝜆给出更接近的近似，但可能需要更多迭代并且可能存在数值不稳定性。较
大的 𝜆导致更快的收敛和更稳定的计算，但是一个更粗糙的近似（一个更“模糊”的传输计划）。

8.2 最优传输的更多应用

概率分布是统计和机器的核心对象。许多基本的机器学习问题，例如生成模型 (generative modeling)和领域
自适应 (domain adaption)，可以统一地看作是找到一个传输映射来将一个分布转移到另一个分布。

8.2.1 生成模型

生成模型可以看成是如下的任务：
问题 8.1 给定两个概率分布 𝜋0, 𝜋1 on R𝑑 的采样集合，找到一个传输映射 𝑇 : R𝑑 → R𝑑，使得在 𝑍0 ∼ 𝜋0 时，
𝑍1 := 𝑇 (𝑍0) ∼ 𝜋1。换句话说，(𝑍0, 𝑍1) 是 𝜋0 和 𝜋1 之间的 coupling 或传输方案.
生成模型的常见类型根据问题已知的信息可以分成如下两类：

1. 生成：这是指当 𝜋1 是一个经验观察得到的未知分布（例如图像分布），而 𝜋0 是一个基本分布，例如标准
高斯分布时的情形。我们的目标是寻找一个非线性变换，使得从 𝜋0 中采样的点可以被映射为服从数据分
布 𝜋1的点。

2. 迁移：这是指当 𝜋0 和 𝜋1 都是经验观察得到的未知分布时的情形，我们希望构建一个过程，将来自 𝜋0 的
数据点迁移为服从 𝜋1 的点，或者反之。该任务具有广泛的应用，例如迁移学习中的领域自适应、图像编
辑，以及机器人中的仿真到现实（sim2real）转换。
既然涉及到了匹配问题，最优传输很自然地给出了一种匹配方案。对于任意两个概率分布之间的匹配，[7]将

Wasserstein-2距离重新表述为一个流体力学问题：

𝑊2
2 (𝜇0, 𝜇1) = inf

(𝜌,𝑣)

ˆ 1

0

ˆ
R𝑑
𝜌𝑡 (𝑥)‖𝑣𝑡 (𝑥)‖2 𝑑𝑥 𝑑𝑡 (8.5)

约束条件为：

𝜕𝑡 𝜌𝑡 + ∇ · (𝜌𝑡𝑣𝑡 ) = 0, 𝜌0 = 𝜇0, 𝜌1 = 𝜇1 (8.6)

其中 𝜌𝑡 表示时间 𝑡 的密度，𝑣𝑡 表示速度场。式 (8.6)被称为连续性方程。该表述具有很多优势：
1. 它提供了源分布与目标分布之间的连续插值（可作为生成模型的训练对象）；
2. 它与流体力学和偏微分方程（PDE）有紧密联系；
3. 它可以推广以处理额外的约束或代价项（如 Schrödinger桥[8]）。
当前最常见的图像生成模型为流匹配（flow matching）或其特例扩散模型（diffusion model），可以证明大多

数训练方法在试图逼近动态最优传输的解[6,9]，或引入了最优传输作为匹配的指导准则[10].
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8.2 最优传输的更多应用

图 8.3: 上两行为生成任务，下两行为迁移任务。图源为[6].Dataset 

Class 1Class 2Samples Samples Classifier on 

Optimal transport 

Samples Samples 

Classification on transported samples

Samples Samples Classifier on 
图 8.4: 最优传输（OT）在领域自适应中的示意图[11]。（左）用于训练的数据集，即源领域，以及用于测试的数
据集，即目标领域。注意：在训练样本上估计的分类器显然不适用于目标数据。（中）估计一个依赖数据的传输
映射 T𝛾0，用于将训练样本传输到目标领域。注意：这种变换通常是非线性的。（右）使用传输后的带标签样本
在目标领域上估计分类器。

8.2.2 领域自适应

领域自适应（domain adaption）的目标是在源领域上训练一个模型，并使其在一个不同但相关的目标领域上
表现良好，其中标注数据可能有限甚至不可用。在实际应用中，训练数据与测试数据往往来自不同但相关的分
布。例如，图像识别模型可能在清晰的实验室图像上训练，但需要在模糊的真实场景中部署。这种分布差异被
称为“领域偏移”（domain shift）。领域自适应旨在解决这一问题：在源领域（source domain）上训练模型，并使
其在目标领域（target domain）上保持良好性能，即使目标领域缺乏标注数据。
为了解决领域适配问题：

1. 从源领域 𝑋𝑠 和目标领域 𝑋𝑡 的采样指标中估计分布 𝜇𝑠 和 𝜇𝑡

2. 寻找一个传输映射 T，将 𝜇𝑠 映射到 𝜇𝑡

3. 使用 T将带标签的样本 𝑋𝑠 传输到目标领域，并据此训练一个分类器
事实上，这等同于寻找如下的最优传输映射：

T0 = argmin
𝑻

ˆ
Ω𝑠

𝑐(x,𝑻 (x))𝑑𝜇(x), 使得： 𝑻#𝑠 = 𝜇𝑡 (8.7)
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8.2 最优传输的更多应用

这里的 𝑇 : X → Y为可测函数，𝜇 ∈ P(X)为 𝑋 上的概率测度,前推测度（pushforward measure）𝑇#𝜇 ∈ P(Y)
被定义为:

𝑇#𝜇(𝐵) = 𝜇(𝑇−1 (𝐵)) (8.8)

上述形式成为Monge最优传输，容易看出 (𝐼𝑑 × 𝑇)#𝜇𝑠 即为最优传输问题中的 coupling。最优传输为领域自
适应提供了一个理论完备、几何直观的框架[11]。通过构造低代价的映射，我们可以在分布不一致的场景中实现
有效的知识迁移。

8.2.3 Wasserstein分布鲁棒优化

在现实世界的优化问题中，我们常常面临由未知概率分布驱动的不确定性。传统的随机规划（Stochastic Pro-

gramming）依赖于对真实分布的精确了解，而样本平均近似（SAA）方法则容易对训练数据过拟合，导致样本
外性能（out-of-sample performance）较差。分布式鲁棒优化（Distributional Robust Optimization, DRO）通过构建
一个包含真实分布的“模糊集”（ambiguity set），并优化其在最坏情况分布下的性能，为这一问题提供了解决方
案。本节介绍Wasserstein分布式鲁棒优化（WDRO），它利用Wasserstein距离（或称“推土机距离”）来构建模
糊集。我们将探讨WDRO的基本形式、其强大的对偶重构（dual reformulation）技术，以及它为何能在提供鲁棒
解的同时保持计算上的可处理性（tractability）。
许多优化问题（如投资组合管理、供应链设计、机器学习模型训练）的核心是处理不确定性。这些问题可以

被抽象地表述为随机规划问题，其目标是最小化在某个概率分布 𝑃下的期望损失：

minimize
x∈X

E𝑃 [ 𝑓 (x, 𝝃)] (8.9)

其中：
x ∈ X ⊆ R𝑑 是我们的决策变量。
𝝃 ∈ Z ⊆ R𝑚 是一个受不确定性影响的随机向量（例如，未来的市场回报、客户需求）。
𝑓 (x, 𝝃) 是损失函数（例如，负利润、预测误差）。
𝑃是 𝝃 的真实但（通常）未知的概率分布。
由于 𝑃是未知的，我们通常只有一组 𝑛个独立同分布 (i.i.d.) 的数据样本 {𝝃1, . . . , 𝝃𝑛}。最常用的方法是样本

平均近似（Sample Average Approximation, SAA），即用经验分布 𝑃̂𝑛 = 1
𝑛

∑𝑛
𝑖=1 𝛿𝝃𝑖 来代替 𝑃：

minimize
x∈X

E𝑃̂𝑛
[ 𝑓 (x, 𝝃)] = minimize

x∈X

1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑓 (x, 𝝃𝑖) (8.10)

SAA在许多情况下（特别是 𝑛很大时）是有效的。然而，它也存在严重缺陷：
过拟合： SAA的解 x∗可能对训练样本 𝝃𝑖 过度优化，导致其在“样本外”（即面对新数据时）表现不佳。
对异常值敏感：如果数据量 𝑛相对于 𝝃 的维度 𝑚较小，或者数据中存在异常值，SAA的解会非常不稳定。
为了克服 SAA的局限性，分布式鲁棒优化 (Distributional Robust Optimization, DRO)提出了一种更稳健的范

式。DRO不假定分布 𝑃就是 𝑃̂𝑛，而是定义了一个“模糊集”P，该集合被认为以高概率包含了真实的分布 𝑃。
DRO的目标是寻找一个在 P 中“最坏情况”分布下表现最好的决策 x，即求解一个 min-max问题：

minimize
x∈X

sup
Q∈P

EQ [ 𝑓 (x, 𝝃)] (8.11)

DRO的鲁棒性和可计算性严重依赖于模糊集 P的选择。那么，如何定义一个“好”的模糊集 P？经典的模糊集包括
基于矩的集合（例如，固定均值和协方差），但这类集合往往难以构建且可能导致计算困难。另一类是基于概率散
度（divergence）的，例如 𝜙-散度（包括 𝜒2散度和KL散度）。例如，基于KL散度的集合：P = {Q | 𝐷𝐾𝐿 (Q‖𝑃̂𝑛) ≤ 𝜖}。
然而，基于 KL散度等 𝜙-散度的模糊集在处理经验分布 𝑃̂𝑛（它是离散的）时存在一个重大问题：如果 Q是一个
连续分布，或者其支撑集与 𝑃̂𝑛不同，那么 𝐷𝐾𝐿 (Q‖𝑃̂𝑛)可能是无限大或未定义的。这使得模糊集 P 变得非常受
限。

基于以上情况，可以使用Wasserstein距离定义模糊集，其优势在于：
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1. 它是一种真正的度量（metric），满足三角不等式。
2. 即使两个分布的支撑集（support）不重叠，它也能给出有意义的距离（这是 KL散度做不到的）。
3. 它捕捉了Z空间中的几何结构，在高维空间中具有良好的统计性质。

Wasserstein DRO (WDRO)的数学形式

Wasserstein分布式鲁棒优化 (WDRO)使用Wasserstein距离来构建模糊集。具体来说，它定义了一个以经验
分布 𝑃̂𝑛 为中心、半径为 𝜖 的“Wasserstein球”：

P𝜖 (𝑃̂𝑛) = {Q ∈ P0 (Z) | 𝑊𝑝 (Q, 𝑃̂𝑛) ≤ 𝜖} (8.12)

其中 P0 (Z) 是Z上所有概率分布的集合。
WDRO问题就是求解在这个模糊集上的 min-max问题：

minimize
x∈X

sup
Q∈P𝜖 ( 𝑃̂𝑛 )

EQ [ 𝑓 (x, 𝝃)] (8.13)

这个问题的目标是找到一个决策 x，使得在距离经验分布 𝑃̂𝑛 不超过 𝜖 的所有“最坏”分布 Q 下，期望损失
EQ [ 𝑓 (x, 𝝃)] 也能被最小化。

如何求解WDRO？注意到，式 (8.13)是一个无穷维的优化问题（因为它在所有可能的分布 Q上进行了优化），
这提升了优化难度。WDRO成功的关键在于，其内部的 sup问题通常具有一个可计算的、有限维的对偶形式。

对偶结果

WDRO的核心理论是基于最优传输的强对偶定理。

定理 8.2 (WDRO对偶性[12])

♥

对于WDRO内部的“最坏情况期望”问题（为简洁起见，设 𝑝 = 1且成本 𝑐(·, ·) = 𝑑 (·, ·)）：

sup
Q:𝑊1 (Q, 𝑃̂𝑛 )≤ 𝜖

EQ [ 𝑓 (x, 𝝃)] (8.14)

其对偶问题是一个有限维的最小化问题：

= inf
𝜆≥0

{
𝜆𝜖 + E𝑃̂𝑛

[
sup
z∈Z
{ 𝑓 (x, z) − 𝜆𝑑 (z, 𝝃)}

]}
(8.15)

将 E𝑃̂𝑛
[·] = 1

𝑛

∑𝑛
𝑖=1 [·]𝝃=𝝃𝑖 代入，上式变为：

= inf
𝜆≥0

{
𝜆𝜖 + 1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

sup
z∈Z

(
𝑓 (x, z) − 𝜆𝑑 (z, 𝝃𝑖)

)}
(8.16)

对偶形式的解释：
𝜆 ≥ 0是对偶变量，可以被理解为对“鲁棒性”𝜖 的“惩罚价格”。
supz ( 𝑓 (x, z) − 𝜆𝑑 (z, 𝝃𝑖))这一项非常关键。它寻找一个最坏的实现 z，这个 z使得损失 𝑓 (x, z)很大，但同时
它又不能离数据点 𝝃𝑖 太远（由 𝑑 (z, 𝝃𝑖) 和惩罚 𝜆来平衡）。
将式 (8.16)的结果代回WDRO的 min-max问题 (8.13)，我们得到了一个等价的、可计算的最小化问题：

minimize
x∈X,𝜆≥0

𝜆𝜖 + 1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

sup
z∈Z

(
𝑓 (x, z) − 𝜆𝑑 (z, 𝝃𝑖)

)
(8.17)

这个问题的计算复杂度现在取决于内部的 supz 问题。
可计算性：在许多实际应用中（例如，当 𝑓 (x, z)对 z是仿射的或凹的，且 𝑑 (·, ·)是一个范数时），这个内部
的 sup问题可以被解析地（analytically）解出，或者可以被重构为标准的凸优化问题（如线性规划 LP、二
阶锥规划 SOCP）。
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凸性：如果原始损失 𝑓 (x, 𝝃)对 x是凸的，那么重构后的问题 (8.17)通常也是关于 (x, 𝜆)的凸优化问题，因
此可以被高效求解。
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第九章 分布式算法

9.1 分布式算法综述

9.1.1 基础概念与研究动机

为什么需要分布式算法

计算能力瓶颈 摩尔定律曾预测芯片上晶体管数量每 18–24个月翻倍，从而带来单机性能的快速提升。然
而近年来这一趋势明显放缓：制程工艺接近物理极限（例如 3nm以下制程面临量子隧穿问题），主频（GHz）自
2010年前后基本停滞在 4GHz左右，继续提升将导致功耗和散热成本急剧增加。因此，单核心性能提升变得越
来越困难，计算机体系结构转向多核并行，但仍面临缓存一致性与带宽瓶颈的问题。

存储与 I/O 瓶颈 即便 CPU 计算能力强大，如果数据无法及时传输，计算也无法高效进行。典型现象为
“内存墙”（Memory Wall）：CPU 性能增长速度远高于内存带宽增长，导致数据处理受限。此外，单机的磁盘、

SSD、内存容量有限，在 TB或 PB级的大数据场景下，无法在一台机器上存放全部数据。
扩展能力瓶颈 单机扩展（Scale-up）通过升级更高性能的 CPU、内存、磁盘实现，但成本高昂且存在物理

极限。相比之下，分布式扩展（Scale-out）通过多台廉价机器协同工作，更经济且易于扩展，是当前大规模计算
的主流方向。

通信复杂度

在分布式计算中，通信复杂度是衡量算法性能的重要指标。其定义为不同计算节点之间传输的数据量。一
个分布式算法的设计通常需要在计算复杂度与通信复杂度之间权衡。

计算 vs. 通信：在单机计算中，主要瓶颈通常是 CPU计算能力；而在分布式计算中，节点计算速度很快，
但如果频繁交换大量数据，网络延迟和带宽限制将极大影响整体性能。
典型例子：在分布式机器学习训练中，如果每轮迭代都需要将完整的梯度矩阵发送到中心节点，那么通信
开销将大大超过本地的矩阵乘法计算耗时，训练速度严重下降。
因此，一个核心问题是：在分布式计算中，完成某个计算任务，最少需要多少通信量？这就是通信复杂度理

论要解决的问题。通信复杂度理论最早由姚期智（Andrew Yao）在 1979年提出，是研究分布式计算中信息传递
量的基础理论工具。

图 9.1: 各种通信复杂度类型之间的对比



9.1 分布式算法综述

分布式计算模型：MapReduce

Google提出的 MapReduce模型是分布式计算的经典框架，适用于 TB甚至 PB级数据的并行处理。其核心
流程包括：

1. 数据划分：将输入数据拆分为多个块（split），分配给不同的Mapper节点；
2. Map阶段：每个Mapper执行用户定义的Map函数，产生若干 (key, value)对；
3. Shuffle阶段：系统自动将相同 key的数据发送到同一 Reducer节点；
4. Reduce阶段：Reducer对相同 key的数据进行聚合处理；
5. 结果输出：输出结果存储到分布式文件系统（如 HDFS）。
典型示例：分布式词频统计

图 9.2: 使用 mapreduce进行词频统计的过程

本节通过一个经典的 ‘‘词频统计（Word Count）”例子，来直观理解MapReduce的运行过程。假设我们有一
批文本文件，目标是统计其中每个单词出现的次数。

1. 数据划分：系统首先将原始输入文本拆分为多个逻辑块（split）。例如，一段包含多行的文本被分为三块，
分配给不同的Mapper节点，保证每个节点只处理自己负责的数据部分。

2. Map阶段：每个Mapper节点读取其分配的数据块，并对文本进行处理。对于词频统计，Mapper会将每一
行文本拆分成单词，并输出 (word, 1)形式的键值对，表示每出现一个单词就记一次。

3. Shuffle阶段：系统自动将具有相同单词（key）的中间结果汇聚到同一个 Reducer节点上。例如，所有关于
“to”的 (to, 1)会被送到同一个 Reducer。这一步是 MapReduce框架的核心，它确保数据按照键进行全
局分组。

4. Reduce阶段：每个 Reducer处理某一组相同键的值，将这些值进行聚合操作。对于词频统计，Reduce过程
就是对所有的 “1”进行求和，得到该单词的总出现次数。

5. 结果输出：Reducer输出的最终结果以 (word, count)的形式写入分布式文件系统（如 HDFS），每个文
件通常对应一个 Reducer的输出。最后，所有输出文件合并即得到全局的词频统计结果。
通过以上过程，MapReduce将大规模的文本统计任务拆解为多个可并行执行的小任务，并在 Shuffle阶段自

动完成数据的全局分组，实现了高效、容错且可扩展的大数据处理。
局限性MapReduce并不适合迭代计算（如机器学习训练、图计算），其延迟较高，且中间结果频繁写入磁盘

导致 I/O开销大。后续出现了 Spark、Flink等内存计算框架来弥补这些不足。

9.1.2 典型分布式算法案例

本节通过三个典型案例：分布式 𝑘-center聚类、分布式 PCA降维、分布式 PageRank，介绍在大数据场景下
如何将传统算法扩展到分布式环境中。核心思想都是通过数据分区、局部计算、结果合并来应对单机内存和计
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9.1 分布式算法综述

算资源不足的问题。

分布式 𝑘-center聚类

𝑘-center聚类问题是聚类领域的经典问题之一，输入为一个点集 𝑃和一个整数 𝑘，目标是在 𝑃中选择 𝑘 个中
心，使得所有点到最近中心的最大距离最小化。这类问题在设施选址、内容分发网络优化、应急中心布局等领
域都有广泛应用。然而在大规模数据场景中，传统的 𝑘-center算法面临以下挑战：数据量过大，单机内存无法容
纳全部数据；中心选择需要全局距离计算，单机计算耗时巨大；同时数据往往分布在不同节点，通信成本成为
主要瓶颈。

为了解决这些问题，可以将 𝑘-center算法改造成分布式版本，典型方法是在 MapReduce框架下实现。具体
过程如下：

1. Map阶段：每个Mapper在本地数据块上运行 Gonzalez贪心算法，选出一小部分候选中心；
2. Shuffle阶段：系统将所有Mapper输出的候选中心发送到 Reducer；
3. Reduce阶段：Reducer再次运行 Gonzalez算法，从候选中心中选出最终的 𝑘 个全局中心。
在给出分布式版本之前，我们先回顾经典的 Gonzalez贪心 𝑘-center算法[1]，这是一个简单而重要的 2-近似

算法。

Algorithm 6 Gonzalez 𝑘-center算法[1]

Input: 点集 𝑃，簇数 𝑘
Output: 中心集合 𝐶 ⊆ 𝑃，|𝐶 | = 𝑘

1: 任意选择一个点 𝑐1 ∈ 𝑃，令 𝐶 ← {𝑐1}
2: for 𝑖 = 2 to 𝑘 do
3: 对每个点 𝑝 ∈ 𝑃，计算其到当前中心集合 𝐶 的距离

𝑑 (𝑝, 𝐶) = min
𝑐∈𝐶

𝑑 (𝑝, 𝑐)

4: 选择使 𝑑 (𝑝, 𝐶)最大的点 𝑝★：𝑝★ = arg max𝑝∈𝑃 𝑑 (𝑝, 𝐶)
5: 将 𝑝★加入中心集合：𝐶 ← 𝐶 ∪ {𝑝★}
6: end for
7: return 𝐶

Gonzalez算法的时间复杂度为 𝑂 (𝑛𝑘)，其中 𝑛 = |𝑃 |，因为每次选新中心要扫描所有点，并重复 𝑘 轮。记最优解
的目标值（最小半径）为

OPT𝑘 (𝑃) = min
|𝐶 |=𝑘

max
𝑝∈𝑃

𝑑 (𝑝, 𝐶).

可以证明，Algorithm 6输出的解 𝐶 满足

max
𝑝∈𝑃

𝑑 (𝑝, 𝐶) ≤ 2 · OPT𝑘 (𝑃),

因此是一个 2-近似算法。证明思路是：任取最优中心集合 𝐶★，考虑 Gonzalez过程中两两选出的中心之间距离都
不小于当前半径，再利用抽屉原理将这些中心映射到 𝐶★中的 𝑘 个簇上，可以证明 Gonzalez的半径至多是最优
半径的两倍（详细证明可参考[1]）。

在此基础上，可以设计一个只需两轮 MapReduce的分布式 𝑘-center算法：每个 Mapper上用 Gonzalez算法
提取一小撮“代表”，再在 Reducer上对这些代表做一次全局聚类。

复杂度分析. 设 𝑛 = |𝑃 |，并假设数据均匀划分，即每个Mapper处理大约 𝑛/𝑀 个点。
Map阶段时间复杂度：第 𝑗 个Mapper在 |𝑃 𝑗 | ≈ 𝑛/𝑀 个点上运行 Gonzalez算法，时间为 𝑂

(
(𝑛/𝑀) 𝑘 ′

)
。𝑀

个Mapper并行，总的并行时间仍为 𝑂
(
(𝑛/𝑀) 𝑘 ′

)
。

通信复杂度：每个Mapper输出 𝑘 ′个候选中心，Shuffle阶段发送点的总数为 𝑀𝑘 ′，因此通信量为 𝑂 (𝑀𝑘 ′)。
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9.1 分布式算法综述

Algorithm 7 MapReduce框架下的分布式 𝑘-center算法[2]

Input: 点集 𝑃被划分为 𝑀 个数据块 𝑃1, . . . , 𝑃𝑀，第 𝑗 个Mapper处理 𝑃 𝑗；簇数 𝑘；局部中心数 𝑘 ′ ≥ 𝑘
Output: 全局中心集合 𝐶 ⊆ 𝑃

1: Map阶段（在第 𝑗 个Mapper上并行执行）：
2: 在本地数据 𝑃 𝑗 上运行 Algorithm 6，参数为 𝑘 ′，得到局部中心集合 𝑆 𝑗
3: 输出 𝑆 𝑗 作为中间结果
4: Shuffle阶段：系统将所有 𝑆 𝑗 聚合到 Reducer，令 𝑆 =

⋃𝑀
𝑗=1 𝑆 𝑗

5: Reduce阶段：在集合 𝑆上运行 Algorithm 6，参数为 𝑘，得到全局中心集合 𝐶
6: return 𝐶

Reduce阶段时间复杂度：Reducer在至多 𝑀𝑘 ′个点上运行一次 Gonzalez算法，时间为 𝑂 (𝑀𝑘 ′ 𝑘)。通常取
𝑘 ′ = Θ(𝑘)，则该项为 𝑂 (𝑀𝑘2)。

当 𝑛远大于 𝑀𝑘 时，整个算法的瓶颈在 Map阶段，其并行时间可以近似看作 𝑂 ((𝑛/𝑀) 𝑘)；相比单机的 𝑂 (𝑛𝑘)，
在相同硬件条件下可获得近似 𝑀 倍的加速。

近似比分析. 下面给出该分布式算法的近似保证，说明其仍然保持常数近似比。

定理 9.1

♥

记最优 𝑘-center半径为 OPT𝑘 (𝑃)。假设 Algorithm 7中每个Mapper上的局部中心数 𝑘 ′ ≥ 𝑘，且Map阶段
与 Reduce阶段都使用 Gonzalez贪心算法（Algorithm 6）。则最终得到的全局中心集合 𝐶 满足

max
𝑝∈𝑃

𝑑 (𝑝, 𝐶) ≤ 4 · OPT𝑘 (𝑃),

即该分布式算法是一个常数（4）近似算法。

证明 记最优半径为 𝑅★ = OPT𝑘 (𝑃)。将点集 𝑃划分为 𝑀 个子集 𝑃1, . . . , 𝑃𝑀。对于每个 𝑗，由于 𝑃 𝑗 ⊆ 𝑃，在 𝑃 𝑗

上用 𝑘 个中心做 𝑘-center问题的最优半径不超过 𝑅★，因此

OPT𝑘 (𝑃 𝑗 ) ≤ 𝑅★.

又因为 𝑘 ′ ≥ 𝑘，在 𝑃 𝑗 上用 𝑘 ′ 个中心做 𝑘 ′-center问题的最优半径不会更大：

OPT𝑘′ (𝑃 𝑗 ) ≤ OPT𝑘 (𝑃 𝑗 ) ≤ 𝑅★.

Map阶段中，我们在 𝑃 𝑗 上运行 Gonzalez算法，选出 𝑘 ′ 个局部中心 𝑆 𝑗。由于 Gonzalez是 2-近似算法，有

max
𝑝∈𝑃𝑗

𝑑 (𝑝, 𝑆 𝑗 ) ≤ 2 · OPT𝑘′ (𝑃 𝑗 ) ≤ 2𝑅★.

这说明：对每个点 𝑝 ∈ 𝑃 𝑗，存在某个局部中心 𝑠(𝑝) ∈ 𝑆 𝑗，使得 𝑑 (𝑝, 𝑠(𝑝)) ≤ 2𝑅★。
令 𝑆 =

⋃𝑀
𝑗=1 𝑆 𝑗 为所有局部中心的并集。在 Reduce阶段，我们在 𝑆上再次运行 Gonzalez算法，选出 𝑘 个全

局中心 𝐶。注意 𝑆 ⊆ 𝑃，因此在集合 𝑆上做 𝑘-center问题的最优半径不超过在 𝑃上的最优半径：

OPT𝑘 (𝑆) ≤ OPT𝑘 (𝑃) = 𝑅★.

利用 Gonzalez的 2-近似性质可得，在集合 𝑆上，我们最终选出的中心集合 𝐶 满足

max
𝑠∈𝑆

𝑑 (𝑠, 𝐶) ≤ 2 · OPT𝑘 (𝑆) ≤ 2𝑅★.

对任意原始点 𝑝 ∈ 𝑃，设其所在数据块为 𝑃 𝑗，并取前面构造的局部中心 𝑠(𝑝) ∈ 𝑆 𝑗，满足 𝑑 (𝑝, 𝑠(𝑝)) ≤ 2𝑅★。
则有

𝑑 (𝑝, 𝐶) ≤ 𝑑
(
𝑝, 𝑠(𝑝)

)
+ 𝑑

(
𝑠(𝑝), 𝐶

)
≤ 2𝑅★ + 2𝑅★ = 4𝑅★.

因此
max
𝑝∈𝑃

𝑑 (𝑝, 𝐶) ≤ 4𝑅★ = 4 · OPT𝑘 (𝑃),

定理得证。 ■
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这种 ‘‘局部抽取 +全局聚合”的思想在实践中可以有效降低通信量，每个Mapper只需输出有限数量的候选
中心，算法在理论上可保持常数近似比，从而在保证聚类质量的同时显著提升扩展性。如果考虑带离群点（outliers）
的 𝑘-center问题，则可以在MapReduce流程中增加对离群点的检测与剔除步骤，例如 Outliers-MR[3]算法通过局
部剔除噪声点再全局聚合中心，能够获得与单机算法几乎一致的聚类效果。

图 9.3: 分布式的 Outliers-MR[3] 算法与传统的 𝑘-center with outliers算法的性能对比

在讨论分布式 𝑘-center 算法的具体实现之后，有必要介绍其背后的理论基础，尤其是关于分布式聚类问题
的通信复杂度下界研究。Braverman、Feldman和Woodruff等人的工作系统地揭示了：在分布式环境下，即便只
求解诸如 𝑘-center、𝑘-median或 𝑘-means等最基本的聚类任务，要想获得一个常数因子的近似解，机器之间必须
交换相当规模的信息，其通信量下界通常在 Ω(𝑘) 甚至 Ω(𝑛) 级别。这意味着任何希望通过少量通信完成高质量
聚类的算法，都将不可避免地面临理论上的瓶颈。

例如，Braverman、Feldman 与 Woodruff[4] 给出了若干统计估计与聚类问题的紧通信下界，证明在标准的
message-passing模型中，没有分布式算法能够在显著减少通信的同时保持良好的近似比。同时，Woodruff关于
sketching与流式算法的综述[5] 总结了子空间嵌入、随机投影、coreset等工具如何成为现代分布式聚类系统的理
论基石。这些结果共同说明：前面介绍的“两轮 MapReduce + Gonzalez贪心”的分布式 𝑘-center算法虽然结构
简单，却已经在通信轮数与通信量方面接近理论极限，因此在实际系统中具有良好的实用性与合理性。

分布式 PCA降维

主成分分析（Principal Component Analysis, PCA）[6] 是一种经典的降维方法，用于从高维数据中提取最重要
的低维特征，在图像处理、文本分析、金融数据建模等领域都有广泛应用。PCA的核心步骤是计算数据的协方
差矩阵并求其前 𝑘 个特征向量。然而在大数据场景下，PCA计算面临严重挑战：数据分布在不同机器上，难以
集中计算；协方差矩阵可能规模巨大，直接计算不可行；同时还需要在保证精度的前提下减少通信与存储成本。

分布式 PCA的基本思路是将传统 PCA拆分为两个阶段：首先，各节点在本地计算其数据块的协方差矩阵，
然后将这些局部结果发送到中心节点进行累加，得到全局协方差矩阵；接着，在中心节点上对全局协方差矩阵进
行特征分解，得到主成分向量，并将这些向量返回给各个节点。这种方法能够充分利用分布式环境中的计算资
源，并降低通信压力。改进版本的分布式 PCA（如 Liang等人提出的方法[7]）还通过减少信息丢失来提升精度，
各节点不仅上传协方差矩阵，还上传少量局部主成分信息，中心节点将这些信息合并后得到更接近单机 PCA的
结果，从而在通信量与精度之间取得良好平衡。

分布式 PageRank

PageRank是 Google早期提出的重要网页排名算法[8]，其核心思想是“一个网页的重要性由指向它的其他网
页的重要性共同决定”。它被广泛应用于搜索引擎、社交网络分析、学术引用分析等场景。然而现代互联网规模
庞大，包含数百亿网页和数千亿链接，单机无法完成如此规模的计算。在单机环境中，PageRank通常通过迭代
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9.1 分布式算法综述

图 9.4: 分布式 PCA与其改进算法的基本流程

矩阵运算实现，这在分布式场景下需要进行任务切分和并行化。
PageRank的核心运算是稀疏矩阵与向量的乘法，非常适合并行化处理。分布式计算框架（如MapReduce）将

整个计算过程拆解为以下步骤：
1. 将网页集合划分为多个子集，存储在不同节点上；
2. 每个Mapper负责计算本地网页的 PageRank值，并将结果发送给其超链接指向的目标网页；
3. Shuffle阶段确保同一网页的所有贡献值汇总到同一个 Reducer；
4. Reducer汇总贡献并更新网页的 PageRank值；
5. 重复以上步骤，直到整个系统收敛。
在实现过程中，如果网页图能够被划分为边尽量不跨机器的子图，可以显著减少跨节点通信量，这是分布

式 PageRank系统设计的重要优化目标。由于 PageRank需要多轮迭代，分布式框架通常在每轮迭代后保存中间
结果以支持容错。此外，还可以通过异步迭代或增量计算进一步加速收敛。分布式 PageRank是MapReduce思想
的典型应用案例，展示了如何将大规模图计算分解为多个本地计算与全局汇聚过程，从而在成千上万台机器上
协同完成超大规模网页排名任务。

9.1.3 分布式机器学习训练

随着深度学习模型和训练数据规模的持续增长，单机计算已无法满足现代机器学习任务的计算需求。以GPT-

3为例，其模型包含约 1750亿个参数，训练数据达到 45TB级别，并需要数千个 GPU同时工作，训练耗时以周
计。这类任务显然无法在单台机器上完成，因此需要分布式训练（Distributed Training）来充分利用大规模计算
集群的资源。

分布式训练的核心目标是在多个计算节点上协同完成模型训练，并通过高效的通信和同步机制，使训练效
果接近甚至优于单机训练。常见的分布式训练主要分为以下两种基本模式：

1. 数据并行（Data Parallelism）：每个计算节点存放完整的模型副本，但各节点只处理不同的数据子集。每
轮迭代中，各节点独立计算本地梯度，然后通过通信操作聚合这些梯度，最终同步更新模型参数。该方式
适合模型较小但数据量庞大的场景。

2. 模型并行（Model Parallelism）：当模型本身过大，无法在单个节点的显存中完全存放时，将模型的不同部
分切分到多个计算节点上，各节点负责其分配的模型片段的前向与反向传播计算。此方法常用于超大规模
语言模型或多模态模型的训练。
在实际系统中，数据并行和模型并行往往结合使用，并形成了多种分布式训练架构，其中最常见的有以下
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9.1 分布式算法综述

两类：

图 9.5: PS架构与 AllReduce架构的区别

（1）参数服务器（Parameter Server, PS）架构：将模型参数集中存放在一组专门的参数服务器节点上，负
责参数的存储与更新；工作节点（Worker）负责计算梯度并将结果发送给参数服务器，再由参数服务器聚合梯度
并更新模型参数。PS架构实现简单，便于扩展，但当服务器压力过大时可能成为性能瓶颈。
（2）AllReduce架构：每个计算节点都保存完整的模型副本，节点之间通过AllReduce算法（如Ring-AllReduce）

直接通信交换梯度，实现分布式同步更新，无需中心化服务器。该架构通信效率较高，被许多深度学习框架（如
PyTorch DDP、Horovod）广泛采用。

分布式训练模式：同步与异步

在分布式机器学习训练中，多个计算节点（Worker）需要协同工作来训练统一的模型。根据各节点在训练
过程中是否严格同步，可以将分布式训练分为同步训练（Synchronous Training）和异步训练（Asynchronous
Training）两种模式。同步训练的核心思想是所有Worker节点必须在同一轮次上保持同步，每一轮更新前都要
等待所有节点完成计算并交换结果，保证训练过程完全等价于单机训练的并行扩展，从而在收敛性和最终模型
精度上表现稳定。其典型步骤如下：

1. 模型参数广播（Broadcast）：训练开始时，参数服务器（Parameter Server, PS）或主节点向所有Worker广
播当前的全局模型参数，使每个Worker从同样的初始状态开始训练；

2. 本地计算梯度（Compute Gradients）：每个Worker使用本地分配的数据子集进行前向传播和反向传播，计
算出本地梯度；

3. 梯度上传与聚合（Aggregate）：所有Worker完成计算后，将本地梯度发送给参数服务器或通过 AllReduce

操作进行全局求和，只有当所有Worker的梯度都被收集后才能进入下一步；
4. 统一更新模型参数（Update）：参数服务器根据聚合后的全局梯度更新模型参数，并将更新后的模型再次
广播给所有Worker，准备进入下一轮迭代。
同步训练的优势是模型结果与单机训练完全一致，收敛性稳定，缺点是容易受到慢节点（Straggler）的影响，

只要某一个Worker延迟，整个系统都必须等待，整体速度受限。
异步训练则不要求各Worker保持严格同步，谁计算完成就立即上传梯度并获取最新参数，无需等待其他节

点。这种方式提高了资源利用率，但也带来了梯度陈旧（Stale Gradients）问题，可能导致模型收敛不稳定。其
典型步骤如下：
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1. Worker获取模型参数（Fetch）：Worker在训练前向参数服务器请求最新的模型参数，不同Worker进度不
同，因此此时获取的模型参数可能不是全局最新；

2. 本地计算梯度（Compute）：Worker使用当前拿到的模型副本在本地数据上进行前向与反向传播，计算出
一批数据的梯度；

3. 上传梯度（Push）：计算完成后，Worker立即将梯度上传给参数服务器，无需等待其他节点；
4. 服务器即时更新（Immediate Update）：参数服务器接收到梯度后立即更新全局模型，并将最新版本返回
给请求节点或存储为最新状态；

5. Worker继续下一轮：Worker直接拉取更新后的模型参数，开始下一轮计算，各Worker速度完全独立。
异步训练的优点是计算资源利用率高，能够显著提升吞吐量，特别适合计算资源不均衡或规模极大的集群。

但由于使用的梯度可能是旧版本，容易造成模型波动甚至不收敛，为缓解这一问题，可以采用 Stale Synchronous
Parallel (SSP)策略，限制允许的最大延迟步数。总体而言，同步训练结果稳定，适合对精度和一致性要求高的
任务；异步训练速度快，适合对实时性或大规模并行计算有较高要求的场景。通过合理选择训练模式，可以在
计算速度与模型精度之间取得平衡，实现高效的分布式机器学习训练。

在实际分布式训练中，还需要考虑以下问题：
梯度陈旧（Staleness）：异步训练中可能出现上传梯度与最新模型不匹配的问题，过于陈旧的梯度会影响模
型收敛。
慢节点问题（Stragglers）：在同步训练中，某些节点因负载过重或网络问题导致延迟，从而拖慢整个训练
过程。
带宽瓶颈：在大规模分布式训练中，通信常常成为主要瓶颈，因此需要采用梯度压缩、混合精度训练等技
术减少通信量。
总结：分布式机器学习训练通过并行化计算、分布式存储和高效通信，实现了超大规模模型的训练。从早期

的 PS架构到如今广泛采用的 AllReduce框架，分布式训练技术不断发展，并成为深度学习系统设计中不可或缺
的重要组成部分。实际应用中需要根据模型规模、硬件资源和任务特点选择合适的架构和同步策略，以在性能
与训练质量之间取得最佳平衡。

9.1.4 联邦学习与区块链

联邦学习

随着数据隐私法规的日益严格和数据分布形式的不断变化，传统的集中式机器学习训练方式面临越来越多
的挑战。以欧盟在 2018年正式生效的《通用数据保护条例》（General Data Protection Regulation, GDPR）[9] 为例，
该法规提出了两个核心理念：数据不应离开数据产生地（数据本地化原则）以及个人数据在处理前必须获得授
权，并有权被删除。这意味着将分散在各个机构和设备上的敏感数据集中到云端服务器进行统一训练将面临法
律和安全的双重障碍。类似地，美国的 HIPAA医疗隐私法案[10]也对医疗数据的集中化存储和处理提出了严格限
制。

在实际应用中，数据越来越分散地存储在个人设备或各类组织机构中，例如：智能手机、医院、银行等。与
此同时，分布式训练虽然可以在计算资源上实现协同，但并不能天然地解决数据隐私泄露、带宽消耗以及安全
等问题。为了解决这些挑战，联邦学习（Federated Learning, FL）被提出[11]，它是一种数据不出本地、模型参
数集中聚合的机器学习训练模式，允许多个机构或设备在不共享原始数据的前提下协同训练全局模型。简单来
说，联邦学习允许各参与方在不共享原始数据的前提下协同训练一个全局模型，从而在保护隐私的同时实现跨
组织的数据价值整合。

联邦学习与传统的分布式训练在系统架构上存在显著差异。传统分布式训练的基本流程是：数据被划分到
不同Worker节点，每轮迭代时每个Worker拉取最新模型，计算本地梯度后上传到中心节点（参数服务器），再
由中心节点统一更新模型并下发最新参数。而在联邦学习中，客户端仅上传经过本地计算的模型更新信息，原
始数据始终留在本地，这种方式更加符合隐私保护要求。

在实际部署中，联邦学习依赖多种隐私保护技术来进一步增强安全性：

122



9.1 分布式算法综述

图 9.6: 联邦学习中的差分隐私机制示意图。每个客户端（如智能设备、医院等）在本地使用自身数据训练模型，
并在上传模型更新之前通过添加噪声来实现差分隐私保护，从而防止服务器或其他客户端推断出原始数据。服
务器仅接收到加入噪声后的模型更新，并对其进行聚合生成全局模型，实现“数据不出本地、隐私得以保护”的
分布式协作训练过程。

1. 差分隐私（Differential Privacy, DP）：在客户端上传梯度或模型更新之前，先对其进行剪裁并加入噪声，使
得攻击者无法根据上传信息反推出原始训练数据。差分隐私提供了严格的数学隐私保护保证，可用参数 𝜀

定量描述隐私泄露的概率。
2. 安全多方计算（Secure Multi-Party Computation, MPC）：通过将梯度信息进行秘密分享，各客户端的原
始梯度对任何单一方都不可见，服务器只能看到聚合后的整体结果，从而避免对单个节点的攻击。

3. 同态加密（Homomorphic Encryption）：客户端使用加密算法对上传的梯度进行加密，服务器无需解密即
可直接在密文上完成加法聚合，这进一步保证了数据在传输和存储中的安全性。
例如，经典的 FedSGD框架在基本联邦学习过程中并不自动提供隐私保护，其真正的安全性依赖于上述差

分隐私、MPC、同态加密等扩展机制。通过结合这些技术，可以构建一个既高效又安全的联邦学习系统。
一个典型的实际应用是 Split Neural Network (SplitNN)[12]，其通过分割模型结构，使得客户端仅上传中间

特征表示而非原始数据，从而进一步减少隐私泄露风险。在 SplitNN中，神经网络被分为多个部分，前半部分运
行在客户端设备上，后半部分运行在服务器上。训练过程中，客户端只需上传中间特征表示而不是原始数据，服
务器也仅返回单层梯度给客户端。这种方式进一步缩小了潜在隐私泄露的范围。相比传统分布式神经网络中完
整梯度的上传，SplitNN只暴露更抽象、更高层次的中间信息，从而更好地保护隐私。此外，SplitNN还可以针
对不同计算设备的能力进行自适应划分，提升系统灵活性。

区块链

除了隐私保护，去中心化的数据管理也是联邦学习发展的重要方向。近年来，研究者们也将区块链技术引入
联邦学习，以应对多参与方协作中的信任问题[13]，并利用区块链的不可篡改特性记录模型更新历史。区块链技
术提供了一种无需中心化机构的分布式账本机制，可以天然适配联邦学习的多参与方协作场景。区块链的核心
特点包括：每个区块包含交易数据、上一个区块的哈希值和时间戳，通过共识机制（如工作量证明 Proof of Work,

PoW）实现全网一致性，一旦数据上链便不可篡改。将区块链引入联邦学习，可以实现以下功能：
1. 记录各客户端的模型更新行为，确保溯源和责任追踪；
2. 通过智能合约实现模型更新规则的自动执行；
3. 利用去中心化共识减少对中心服务器的信任需求。
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例如，在一个基于区块链的联邦学习系统中，模型更新记录被打包进区块并广播到所有参与节点，任何节
点都可以验证模型更新的合法性，从而防止恶意节点上传虚假模型。这不仅提高了系统的透明度和可信度，也
使联邦学习在金融、医疗等高安全要求领域更具可行性。
总而言之，联邦学习结合了分布式训练和隐私保护的优势，是应对现代数据分散化和隐私法规要求的重要

解决方案。而区块链为联邦学习提供了去中心化的信任基础和安全记录机制，二者的结合有望推动未来跨组织、
跨行业的智能协作与数据价值共享。

9.1.5 总结与展望

分布式算法是现代大数据处理的核心。从 k-center聚类、PCA到分布式深度学习与联邦学习，分布式算法
不断发展，并在未来与隐私计算、区块链等技术融合，推动人工智能在更加严格的数据保护环境下发展。

9.2 重心估计

在训练大模型的时候，SGD（随机梯度下降）是一种简单有效的优化算法。SGD的关键是计算得到模型参
数关于训练数据的梯度信息，然后根据梯度信息更新模型参数。在分布式的场景下，每一个分布式节点都有一
个模型的副本，各个节点根据自己的数据计算模型的梯度信息，然后将各自的梯度信息传输给中心服务器。中
心服务器根据这些梯度信息求一个均值（或者加权均值），然后根据均值（或者加权均值）更新模型参数，并将
模型参数分发给子节点。在这个场景里，节点和中心服务器的通信开销是巨大的，这是制约模型训练的瓶颈。因
此，各个子节点如何尽可能的压缩梯度信息，并且使得中心服务器根据这些压缩后的梯度尽可能准确的计算梯
度均值是一个重要的问题，这个问题就是本节要讨论的问题，Mean Estimation，即重心估计。

9.2.1 问题定义

模型描述 假设在 d维欧式空间 𝑅𝑑 中存在 𝑛 个向量 {𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛}，每一个向量是一个分布式节点上的梯度信
息向量。每一个节点 i通过函数 𝑓 来压缩自己的梯度向量为 𝑓 (𝑥𝑖)，中心服务器根据函数 𝑔来解压缩每一个节点
传来的梯度向量信息 𝑔( 𝑓 (𝑥𝑖))。

目标 使得通信开销
∑𝑛
𝑖=1 𝑓 (𝑥𝑖)尽可能小，同时尽可能减小重心的期望估计误差

𝑚𝑖𝑛𝐸 ( | | ˆ̄𝑋 − 𝑋̄ | |22)

其中 𝑋̄ = 1
𝑛

∑𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖 表示精确的重心，

ˆ̄𝑋 = 1
𝑛

∑𝑛
𝑖=1 𝑔( 𝑓 (𝑥𝑖))表示估计的重心

如果一个实数使用 𝐿 bits来表示，那么对向量信息不进行任何处理，直接传输的通信开销为 O(𝑛𝑑𝐿)
注对于这个问题，一个直接的想法是 JL变换，它可以压缩节点的向量信息，降低通信开销。但是，由于 JL变
换只具有压缩功能，我们无法根据 JL变换的压缩结果解压出原始的向量信息，因此就无法估计向量的重心，故
在这个问题里 JL变换是不可行的。

9.2.2 Stochastic Binary Quantization算法

基本思路 Stochastic Binary Quantization算法，即随机二值量化算法，其基本思路是将每一个实数值随机量化为
两个数值 𝑡1, 𝑡2中的一个，因此对于一个 𝑑 维向量，我们只需要存储 𝑑 个 01变量，表示他们是 𝑡1, 𝑡2中的哪一个
即可。这样，我们便可以降低存储向量的代价，进而降低通信开销。

算法过程 对于任何一个 𝑥𝑖 ,令
𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 = 𝑚𝑎𝑥1≤ 𝑗≤𝑑𝑥𝑖 ( 𝑗)

𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 = 𝑚𝑖𝑛1≤ 𝑗≤𝑑𝑥𝑖 ( 𝑗)
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其中 𝑥𝑖 ( 𝑗) 表示向量 𝑥𝑖 的第 𝑗 位。根据这个计算 𝑦𝑖 如下：

𝑦𝑖 ( 𝑗) =


𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 以概率

𝑥𝑖 ( 𝑗) − 𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖

𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 − 𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖

𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 以概率
𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 − 𝑥𝑖 ( 𝑗)
𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 − 𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖

于是我们将 𝑥𝑖 通过上面的方法压缩成了 𝑦𝑖 ,即 𝑦𝑖 = 𝑓 (𝑥𝑖)

算法分析 接下来我们分析算法得到的估计的重心的准确性

𝐸 (𝑦𝑖 ( 𝑗)) = 𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖

𝑥𝑖 ( 𝑗) − 𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖

𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 − 𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖

+ 𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖

𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 − 𝑥𝑖 ( 𝑗)
𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 − 𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖

= 𝑥𝑖 ( 𝑗)

于是得到：

𝐸 ( ˆ̄𝑋) = 1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑦𝑖 = 𝑋̄

𝐸 ( | | ˆ̄𝑋 − 𝑋̄ | |22) =
1
𝑛2 𝐸 (| |

𝑛∑
𝑖=1
(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖) | |22)

=
1
𝑛2

𝑛∑
𝑖=1

𝐸 ( | |𝑦𝑖 − 𝑥𝑖 | |22)

=
1
𝑛2

𝑛∑
𝑖=1

𝑑∑
𝑗=1

𝐸 ((𝑦𝑖 ( 𝑗) − 𝑥𝑖 ( 𝑗))2)

=
1
𝑛2

𝑛∑
𝑖=1

𝑑∑
𝑗=1
(𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 − 𝑥𝑖 ( 𝑗)) (𝑥𝑖 ( 𝑗) − 𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 )

≤ 1
𝑛2

𝑛∑
𝑖=1

𝑑∑
𝑗=1

(𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 − 𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 )2

4

≤ 𝑑

2𝑛2

𝑛∑
𝑖=1
| |𝑥𝑖 | |22

梯度向量的维度 d表示模型的参数数量，一般来说，模型的参数数量是巨大的，因此，d一般比较大，远远
大于 n，所以这个算法得到的 bound是一个非常粗的的 bound

该算法对于每一个向量 𝑥𝑖 ,需要存储两个实数 𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 和 𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 ,这需要 2𝐿bits,还需要存储一个 𝑑 维 01向量表
示每一维，因此需要 𝑑 + 2𝐿bits的存储空间，一共有 𝑛个向量，因此总共需要 O(𝑛(𝑑 + 2𝐿))的存储空间。因此通
信开销也就是 O(𝑛(𝑑 + 2𝐿))

9.2.3 Stochastic K-level Quantization算法

Stochastic Binary Quantization算法将每个向量的每一维都映射成两个值，𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 和 𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 ，这导致算法估计的
重心与精确重心误差较大，一个直接的改进方法是，将 Binary改进为 K-level，即将每个向量的每一维都映射成
更细化的多个等级的值，这就是 Stochastic K-level Quantization算法的主要思想

算法过程 对于任何一个 𝑥𝑖 ,令
𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 = 𝑚𝑎𝑥1≤ 𝑗≤𝑑𝑥𝑖 ( 𝑗)

𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 = 𝑚𝑖𝑛1≤ 𝑗≤𝑑𝑥𝑖 ( 𝑗)
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假设我们将该向量的每一维都映射成 𝑘个等级的值中的一个，那么相当于将区间 [𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 , 𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 ]均匀的划分成 𝑘−1
个子区间，假设 𝑥𝑖 ( 𝑗)落在第 𝑡 个子区间内，其中 𝑡 ∈ {0, 1, 2, ...𝑡 − 1}，那么根据这个计算 𝑦𝑖 如下：

𝑦𝑖 ( 𝑗) =


𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 + 𝑡 𝑆𝑖

𝑘
以概率

𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 + (𝑡 + 1) 𝑆𝑖𝑘 − 𝑥𝑖 ( 𝑗)
𝑆𝑖
𝑘

𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 + (𝑡 + 1) 𝑆𝑖
𝑘

以概率
𝑥𝑖 ( 𝑗) − (𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 + 𝑡 𝑆𝑖𝑘 )

𝑆𝑖
𝑘

其中 𝑆𝑖 = 𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 − 𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 是区间长度,于是我们将 𝑥𝑖 通过上面的方法压缩成了 𝑦𝑖 ,即 𝑦𝑖 = 𝑓 (𝑥𝑖)
经过 K-level改进后，该算法估计的重心错误率 bound为 𝑑

2𝑛2𝑘2

∑𝑛
𝑖=1 | |𝑥𝑖 | |22，即：

𝐸 ( | | ˆ̄𝑋 − 𝑋̄ | |22) ≤
𝑑

2𝑛2𝑘2

𝑛∑
𝑖=1
| |𝑥𝑖 | |22

改进后，每一个向量的每一维需要记录它属于 k个等级的值的哪一个，因此需要 log 𝑘 的存储空间，故算法总共
的通信复杂度为 O(𝑛(𝑑 log 𝑘 + 2𝐿))

9.2.4 Stochastic Rotated Quantization算法

该算法基于一个几何上的结论：假设 | |𝑥𝑖 | |22 = 1，𝑥𝑖 在 𝑑 维单位球上随机地旋转，那么以很高的概率有

𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 − 𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 = O(
√

log 𝑑
𝑑 )

回忆之前讲过的 FJLT的内容，我们当时为了加速 JL变换，希望变换矩阵 P是稀疏的，然而，当 P是稀疏
的，待变换的输入向量也是稀疏的时候，变换的结果会产生较大的误差，因此，我们希望输入的向量是稠密的。
但是，输入向量的稀疏与否不可控制，因此我们可以在输入向量进行 JL变换之前乘以一个随机旋转矩阵，依赖
于这个几何结论，可以使得输入向量变得稠密，从何实现加速 JL变换过程，又不显著增加误差的目的。在 FJLT

中，我们使用的随机旋转矩阵是 H ·D，其中 H是 Hadamard矩阵，D是一个随机对角方阵。（详细构造方法可以
参考 FJLT章节的内容）

类似的，我们也可以将向量 𝑥𝑖 进行随机旋转，这样可以使得向量变得稠密，从而减小 𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 − 𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 ，根据之
前的计算重心估计的误差的过程，我们于是可以减少重心估计的误差

算法过程 我们首先获得一个随机旋转矩阵 𝑅，对于任何一个 𝑥𝑖 ,将随机旋转矩阵 𝑅作用到 𝑥𝑖 上，得到 𝑅𝑥𝑖 ,然
后，对 𝑅𝑥𝑖 向量采用 Stochastic K-level Quantization算法得到 𝑦𝑖，并将量化的结果 𝑦𝑖 传输给中心服务器。中心服
务器首先将 𝑦𝑖 逆旋转得到 𝑅−1𝑦𝑖，然后计算重心为

ˆ̄𝑋 =
1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑅−1𝑦𝑖

由于该算法在传输数据时，传输的是 K-level算法的结果，因此通信复杂度和 Stochastic K-level Quantization算法
一样，都是 O(𝑛(𝑑 log 𝑘 + 2𝐿))，但是由于随机旋转有

𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 − 𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 = O(
√

log 𝑑
𝑑
)

而我们之前在计算 Stochastic Binary Quantization算法估计的重心误差 bound时，有

𝐸 ( | | ˆ̄𝑋 − 𝑋̄ | |22) =≤
1
𝑛2

𝑛∑
𝑖=1

𝑑∑
𝑗=1

(𝑥𝑚𝑎𝑥𝑖 − 𝑥𝑚𝑖𝑛𝑖 )2

4

因此，该算法估计的重心误差 bound为 O( log 𝑑
𝑛2𝑘2

∑𝑛
𝑖=1 | |𝑥𝑖 | |22)，即：

𝐸 ( | | ˆ̄𝑋 − 𝑋̄ | |22) ≤ O(
log 𝑑
𝑛2𝑘2

𝑛∑
𝑖=1
| |𝑥𝑖 | |22)

参考文章[14]。
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第十章 Beyond worst case analysis

10.1 k-means问题

10.1.1 问题背景

传统算法分析大多关注最坏情况复杂度（worst-case complexity）。最坏情况分析能够为算法提供理论上的
性能保障，但在许多实际问题中，这种分析往往过于保守，不能很好地反映算法在真实数据上的表现。例如，𝑘-

means 算法在最坏情况下是 NP-hard，且经典 Lloyd 算法在理论上可能陷入局部最优且收敛缓慢[1-2]，然而在实
际应用中它却表现得非常高效且稳定。这一现象表明：最坏情况分析与实际表现之间存在巨大差距。为了弥合
这一差距，近年来理论计算机科学领域提出了超越最坏情况分析（Beyond Worst-Case Analysis, BWCA）的研
究框架[3]，其目标是在最坏情况分析和平均情况分析之间找到一种平衡，更加精细地刻画现实问题的结构特征，
并在此基础上给出更符合实际的数据驱动理论保证。
现实世界中的数据往往并非完全对抗性的，因此直接使用最坏情况假设显得过于悲观。例如在聚类问题中，

许多实际数据集往往存在天然的簇结构（cluster structure），而这种结构可以被算法所利用，从而显著提升聚类
的理论可解释性和效率。BWCA的研究动机主要体现在以下三个方面：1）实践驱动：如 Lloyd算法在图像识别、
医疗数据分析等领域应用广泛，其良好的实验表现需要得到理论解释；2）理论挑战：许多经典问题如 𝑘-means、
𝑘-median、社区检测等在最坏情况下都具有很高的计算复杂度，研究如何通过额外假设降低复杂度成为重要问
题；3）泛化能力：相比单纯的最坏情况分析，BWCA通过引入结构化假设，更容易与机器学习理论结合，为数
据驱动的算法设计提供新的思路[4-5]。
在 BWCA框架下，研究者提出了多种分析模型来刻画数据的“良好结构”，以下是几类具有代表性的假设

和分析模型：
1. 稳定性（Stability）假设：Bilu和 Linial在图分割问题中首次提出了稳定性假设[6]。其核心思想是：如果一
个实例的最优解在轻微扰动下保持不变，那么该实例被认为是“稳定的”。在这种情况下，算法可以利用
这种稳定性结构，在多项式时间内求得全局最优解。例如，在 𝑘-means聚类中，如果数据满足 𝛼-稳定性条
件，则可以设计出近似或精确算法[4]。这一假设为解释 Lloyd算法在实际中高效表现提供了理论基础。

2. 分离性（Separation）假设：另一类广泛使用的假设是分离性，即不同簇之间的距离足够大，从而保证簇
结构明显。例如，Balcan等人提出的 𝛾-margin假设要求每个点到其所属簇中心的距离显著小于到其他簇中
心的距离[5]。在这种条件下，许多启发式算法（如 Lloyd算法）都可以被严格证明在多项式时间内得到近
似最优的聚类结果[7]。

3. 扰动弹性（Perturbation Resilience）假设：Perturbation Resilience是稳定性的一种推广形式，由 Balcan等
人提出[8]，其定义为：如果将数据集中所有距离按照一定比例轻微扰动后，原问题的最优解保持不变，则
称该实例具有扰动弹性。这种假设在解释实际数据的鲁棒性方面尤为重要，尤其是在聚类与社区检测问题
中，具有扰动弹性的实例通常可以在多项式时间内求解，并能抵御噪声和数据偏差的影响。

4. 平滑分析（Smoothed Analysis）：Spielman和 Teng[9]提出了平滑分析框架，它介于最坏情况与平均情况之
间。具体而言，该模型允许对输入数据进行小幅随机扰动，并分析扰动后的期望运行时间。平滑分析成功
解释了单纯形法（Simplex Method）在实际中表现良好的原因，同时也被用于解释 Lloyd算法在 𝑘-means聚
类中的良好实际表现[1]。
𝑘-means是 BWCA的经典研究对象之一。一方面，Lloyd算法在最坏情况下收敛缓慢，但在稳定性、分离性

或扰动弹性假设下，可以在多项式时间内找到近似最优解[4,7-8]；另一方面，对 𝑘-means的 BWCA分析帮助研究
者理解了其在图像识别、医疗数据分析等领域的良好实际表现，并促进了公平聚类、动态聚类等扩展问题的研
究。在接下来的内容中，我们将以 𝑘-means聚类为例，深入探讨如何将 BWCA的理念应用于具体的算法分析和
设计中。



10.1 k-means问题

10.1.2 基本知识

定义 10.1

♣

若Δ2
𝑘 (𝑋) ≤ 𝜀2Δ2

𝑘−1 (𝑋), 则称𝑋 是𝜀-Separated.其中，𝑋 表示 R𝑑 中的 𝑛个输入点构成的集合，Δ2
𝑘 (𝑋) 表示

对 𝑋 进行 𝑘-means聚类时所得的最小代价（即最优解的 cost）[10]。

引理 10.1

♥

对于任意点集 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} ⊂ R𝑑，定义其均值为：

𝜇(𝑋) = 1
𝑛

∑
𝑥∈𝑋

𝑥,

则有以下恒等式成立：
∀𝑥 ∈ 𝑋,

∑
𝑦∈𝑋
‖𝑥 − 𝑦‖2 = Δ2

1 (𝑋) + 𝑛‖𝑥 − 𝜇(𝑋)‖2,

进而有： ∑
𝑥∈𝑋

∑
𝑦∈𝑋
‖𝑥 − 𝑦‖2 = 𝑛Δ2

1 (𝑋) + 𝑛
∑
𝑥∈𝑋
‖𝑥 − 𝜇(𝑋)‖2.

注意到右侧第二项等于 𝑛Δ2
1 (𝑋)，因此：∑

𝑥∈𝑋

∑
𝑦∈𝑋
‖𝑥 − 𝑦‖2 = 𝑛Δ2

1 (𝑋) + 𝑛Δ2
1 (𝑋) = 2𝑛Δ2

1 (𝑋).

引理 10.2

♥

设点集 𝑋 被划分为两个子集 𝑋1和 𝑋2，记 𝑛1 = |𝑋1 |, 𝑛2 = |𝑋2 |, 𝑛 = |𝑋 |，则：
1. Δ2

1 (𝑋) = Δ2
1 (𝑋1) + Δ2

1 (𝑋2) + 𝑛1𝑛2
𝑛 ‖𝜇(𝑋1) − 𝜇(𝑋2)‖2

2. ‖𝜇(𝑋1) − 𝜇(𝑋)‖2 ≤
Δ2

1 (𝑋)
𝑛 · 𝑛2

𝑛1

10.1.3 The 2-Means Problem

设 𝑘 = 2，𝜇1, 𝜇2为最佳的两个子簇中心点。
假设：

Δ2
2 (𝑋) ≤ 𝜀2Δ2

1 (𝑋)

算法：
1. 采样（Sampling）：从集合 𝑋 中随机选取一对点作为初始中心，选取点对 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 的概率与 ‖𝑥 − 𝑦‖2 成正
比 ( ‖𝑥−𝑦 ‖2∑

𝑥,𝑦∈𝑋 ‖𝑥−𝑦 ‖2
)。设 𝜇̂1, 𝜇̂2为选出的两个中心点。

2.“Ball-k-Means”步骤：对于每个 𝜇̂𝑖，以其为中心、半径为 𝑟 = ‖ 𝜇̂1 − 𝜇̂2‖/3的球中，计算集合 𝑋 在该球内
部分的质心，记为 𝜇̄𝑖。返回 𝜇̄1, 𝜇̄2作为最终中心。
运行时间（Running Time）：整个算法的运行时间为 𝑂 (𝑛𝑑)。步骤 (2)显然只需 𝑂 (𝑛𝑑) 时间。我们将证明：

采样步骤可以在 𝑂 (𝑛𝑑)时间内实现。
考虑以下的两步采样过程：

(a) 首先，从集合 𝑋 中选择一个点 𝑥，其被选中的概率为：∑
𝑦∈𝑋 ‖𝑥 − 𝑦‖2∑
𝑥,𝑦∈𝑋 ‖𝑥 − 𝑦‖2

=
Δ2

1 (𝑋) + 𝑛‖𝑥 − 𝜇(𝑋)‖2

2𝑛Δ2
1 (𝑋)

（由引理 1.2得出）；
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(b) 然后，从 𝑋 中选择第二个中心 𝑦，其被选中的概率为：
‖𝑦 − 𝜇̂1‖2

Δ2
1 (𝑋) + 𝑛‖𝜇(𝑋) − 𝜇̂1‖2

这个两步采样过程等价于步骤 (1)中的采样过程，即以如下概率选择点对 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋：
‖𝑥1 − 𝑥2‖2∑
(𝑥,𝑦) ∈𝑋 ‖𝑥 − 𝑦‖2

由于 Δ2
1 (𝑋)可预先计算，因此每一步都只需 𝑂 (𝑛𝑑)时间。

引理 10.3

♥
max(𝑟2

1 , 𝑟
2
2) ≤

𝜀2

1−𝜀2 ‖𝜇1 − 𝜇2‖2 = 𝑂 (𝜀2)‖𝜇1 − 𝜇2‖2.其中 𝑟2
𝑖 =

Δ2
1 (𝑋𝑖 )
𝑛𝑖

证明 根据引理 1.3的第 (1)点，有
Δ2

1 (𝑋) = Δ2
2 (𝑋) +

𝑛1𝑛2

𝑛
‖𝜇1 − 𝜇2‖2,

这等价于
𝑛

𝑛1𝑛2
· Δ2

2 (𝑋) =
‖𝜇1 − 𝜇2‖2 · Δ2

2 (𝑋)
Δ2

1 (𝑋) − Δ2
2 (𝑋)

.

这意味着：

𝑟2
1 ·

𝑛

𝑛2
+ 𝑟2

2 ·
𝑛

𝑛1
≤ 𝜀2

1 − 𝜀2 ‖𝜇1 − 𝜇2‖2.

■
假设 𝜌 = 100𝜀2

1−𝜀2，我们要求 𝜌 < 1
4，因此 𝜀2 < 1

401。我们定义簇 𝑋𝑖 的核心为：

𝑋cor
𝑖 =

{
𝑥 ∈ 𝑋𝑖 : ‖𝑥 − 𝜇𝑖 ‖2 ≤

𝑟2
𝑖

𝜌

}
.

由Markov不等式可知，
��𝑋cor
𝑖

�� ≥ (1 − 𝜌)𝑛𝑖，对 𝑖 = 1, 2成立。

引理 10.4

♥
Pr

[
{𝑐1, 𝑐2} ∩ 𝑋cor

1 ≠ ∅ 且 {𝑐1, 𝑐2} ∩ 𝑋cor
2 ≠ ∅

]
≥ 1 − 4𝜌.

证明 为简化表达，我们假设所有点按 1
‖𝜇1−𝜇2 ‖ 缩放（因此 ‖𝜇1 − 𝜇2‖ = 1）。

由引理 1.3的 (1)部分可得：

Δ2
1 (𝑋) = Δ2

2 (𝑋) +
𝑛1𝑛2

𝑛
‖𝜇1 − 𝜇2‖2 ⇒ Δ2

1 (𝑋) ≤
𝑛1𝑛2

𝑛(1 − 𝜀2)
（因为Δ2

2 (𝑋) < 𝜀2Δ2
1 (𝑋)）.

令 𝜇′𝑖 为 𝑋cor
𝑖 的质心。由引理 1.3 (2)（令 𝑆 = 𝑋𝑖，𝑆1 = 𝑋cor

𝑖 ）有：

‖𝜇′𝑖 − 𝜇𝑖 ‖2 ≤
𝜌

1 − 𝜌 𝑟
2
𝑖 .

记事件发生的概率为 𝐴/𝐵，其中

𝐴 =
∑
𝑥∈𝑋cor

1

∑
𝑦∈𝑋cor

2

‖𝑥 − 𝑦‖2 =
∑
𝑥∈𝑋cor

1

(
Δ2

1 (𝑋cor
2 ) + |𝑋

cor
2 |‖𝑥 − 𝜇

′
2‖2

)
,

整理得：
𝐴 = |𝑋cor

1 |Δ
2
1 (𝑋cor

2 ) + |𝑋
cor
2 |Δ

2
1 (𝑋cor

1 ) + |𝑋
cor
1 | |𝑋

cor
2 | ‖𝜇

′
1 − 𝜇′2‖2 ≥ (1 − 𝜌)2𝑛1𝑛2‖𝜇′1 − 𝜇′2‖2.

𝐵 =
∑
(𝑥,𝑦)⊆𝑋

‖𝑥 − 𝑦‖2 = 𝑛Δ2
1 (𝑋) ≤

𝑛1𝑛2

1 − 𝜀2 .
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结合 Lemma 2.1以及 ‖𝜇′𝑖 − 𝜇𝑖 ‖ 的上界，可得：

‖𝜇′1 − 𝜇′2‖ ≥ ‖𝜇1 − 𝜇2‖ − 2 · 𝜌

1 − 𝜌 max(𝑟1, 𝑟2) ≥ 1 − 2𝜀
√

𝜌

(1 − 𝜌) (1 − 𝜀2)
≥ 1 − 𝜌

5
√

1 − 𝜌
.

综上：

𝐴 ≥
(
1 − 2𝜌 − 2𝜌

5
√

1 − 𝜌

)
𝑛1𝑛2, 且

𝐴

𝐵
≥ 1 − 4𝜌.

■

引理 10.5

♥
对于任意的 𝑖，我们有 𝑋cor

𝑖 ⊆ 𝐵𝑖 ⊆ 𝑋𝑖 因此 ‖ 𝜇̄𝑖 − 𝜇𝑖 ‖2 ≤ 𝜌
1−𝜌 · 𝑟2

𝑖。其中 𝐵𝑖 =
{
𝑥 ∈ 𝑋 : ‖𝑥 − 𝜇̂𝑖 ‖ ≤ ‖ 𝜇̂1− 𝜇̂2 ‖

3

}
.

证明 令
𝜃 =

𝜀√
𝜌(1 − 𝜀2)

≤ 1
10

根据引理 2.1，可得：

‖ 𝜇̂𝑖 − 𝜇𝑖 ‖ ≤
√

𝜌

1 − 𝜌 · 𝑟𝑖 ≤ 𝜃‖𝜇1 − 𝜇2‖, 对𝑖 = 1, 2

因此：
4
5
≤ ‖ 𝜇̂1 − 𝜇̂2‖
‖𝜇1 − 𝜇2‖

≤ 6
5
.

对任意 𝑥 ∈ 𝐵𝑖，有：
‖𝑥 − 𝜇𝑖 ‖ ≤ ‖𝑥 − 𝜇̂𝑖 ‖ + ‖ 𝜇̂𝑖 − 𝜇𝑖 ‖ ≤

‖𝜇1 − 𝜇2‖
2

所以 𝑥 ∈ 𝑋𝑖。对于任意 𝑥 ∈ 𝑋cor
𝑖 ，由于：

‖𝑥 − 𝜇̂𝑖 ‖ ≤ 2𝜃‖𝜇1 − 𝜇2‖ ≤
‖ 𝜇̂1 − 𝜇̂2‖

3
所以 𝑥 ∈ 𝐵𝑖。因此有 𝑋cor

𝑖 ⊆ 𝐵𝑖 ⊆ 𝑋𝑖。
根据引理 1.3的第 (2)部分，取 𝑆 = 𝑋𝑖，𝑆1 = 𝐵𝑖，并注意 |𝐵𝑖 | ≥ |𝑋cor

𝑖 |，可得：

‖ 𝜇̄𝑖 − 𝜇𝑖 ‖2 ≤
𝜌

1 − 𝜌 · 𝑟
2
𝑖

■

定理 10.1

♥

该算法返回的聚类，其代价最多为：
Δ2

2 (𝑋)
1 − 𝜌 ,

并且以至少 1 −𝑂 (𝜌) 的概率成功，算法运行时间为 𝑂 (𝑛𝑑)，其中：

𝜌 =
100𝜀2

1 − 𝜀2

证明 该解的总损失至多为： ∑
𝑖, 𝑥∈𝑋𝑖

‖𝑥 − 𝜇̄𝑖 ‖2 =
∑
𝑖

(
Δ2

1 (𝑋𝑖) + 𝑛𝑖 ‖ 𝜇̄𝑖 − 𝜇𝑖 ‖2
)
≤

Δ2
2 (𝑋)

1 − 𝜌

■
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10.1.4 The k-Means Problem

假设：
Δ2
𝑘 (𝑋) ≤ 𝜀2Δ2

𝑘−1 (𝑋)

算法：
1. 采样（Sampling）：我们按照如下方式选择 𝑘 个初始中心：首先如同在 2-means情况中那样选取两个中心
𝑐1, 𝑐2，即从 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 中以与 ‖𝑥 − 𝑦‖2成比例的概率进行选择。假设我们已经选出了 𝑖个中心 𝑐1, . . . , 𝑐𝑖，其
中 2 ≤ 𝑖 < 𝑘。现在，从 𝑥 ∈ 𝑋 中随机选择一个点，其被选中的概率正比于 min 𝑗∈{1,...,𝑖} ‖𝑥 − 𝑐 𝑗 ‖2，并将其作
为第 𝑖 + 1个中心 𝑐𝑖+1。

2. (a).“Ball-k-Means”令 𝐵𝑖 表示在以 𝑐𝑖 为中心、半径为 𝑑𝑖/3的球体内的所有 𝑋 中的点的集合，𝑐𝑖 为 𝐵𝑖 的
质心。最终返回 𝑐1, . . . , 𝑐𝑘 作为最终的聚类中心。

(b). Centroid Estimation对于每个 𝑖，我们将为簇 𝑋𝑖 构造一组候选中心，方法如下：设定 𝛽 = 1
1+144𝜖 2。定

义 𝑐𝑖 的扩展 Voronoi区域如下：对于任意 𝑥 ∈ 𝑋，令 𝑐(𝑥)表示使得 ‖𝑥 − 𝑐(𝑥)‖ = min 𝑗 ‖𝑥 − 𝑐 𝑗 ‖的中心。
令

𝑅′𝑖 ⊆ 𝑋 = {𝑥 ∈ 𝑋 : ‖𝑥 − 𝑐𝑖 ‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑐(𝑥)‖ + ‖𝑐𝑖 − 𝑐(𝑥)‖/4}

从 𝑅′𝑖 中独立且均匀地采样
4
𝛽𝜔 个点（其中 𝜔是给定的输入参数），得到一个子集 𝑆𝑖 ⊆ 𝑅′𝑖。计算 𝑆𝑖 中

所有大小为 2
𝜔 的子集的质心，并将这些质心构成的集合记为 𝑇𝑖。从候选集合 𝑇1, . . . , 𝑇𝑘 中选出使总代

价最小的一组中心 𝑐1 ∈ 𝑇1, . . . , 𝑐𝑘 ∈ 𝑇𝑘，并将其作为最终中心返回。

定理 10.2 (Ball-k-Means)

♥

假设 Δ2
𝑘 (𝑋) ≤ 𝜖2Δ2

𝑘−1 (𝑋)，其中 𝜖 足够小，则该算法在时间复杂度 𝑂 (𝑛𝑘𝑑 + 𝑘3𝑑)内，以至少 1 −𝑂 (√𝜖)的
概率返回一个代价不超过

1 − 𝜖2

1 − 37𝜖2 · Δ
2
𝑘 (𝑋)

的解。

定理 10.3 (Centroid Estimation)

♥

假设 Δ2
𝑘 (𝑋) ≤ 𝜖2Δ2

𝑘−1 (𝑋)，其中 𝜖 足够小，则存在一个用于 𝑘-means问题的多项式时间近似方案（PTAS），
其以常数概率返回一个 (1 + 𝜔)-近似解，算法运行时间为

𝑂
(
2𝑂(𝑘 (1+𝜖 2 )/𝜔)𝑛𝑑

)
证明 证明过程请参考[10]定理 4.15和 4.16. ■

10.1.5 Beyond-Worst-Case分析在 k-means聚类中的几个重要方向

除了本节中讲到的稳定性分析和近似算法外，Beyond-Worst-Case分析在 k-means聚类中还有以下几个重要
方向，值得深入阅读和研究：

1. 𝛽-separated clustering：𝛽-separated 是一种几何分离性假设，要求不同簇之间的距离大于簇内距离的 𝛽 倍。
在此假设下，可以设计 k-means问题在多项式时间内的 (1 + 𝜖)-近似算法[11-12]。

2. Spectral Separability：[13]使用 Spectral方法来捕捉数据簇的良好结构条件，从而突破 worst-case的困难。
3. Perturbation Resilience：[14]提出在“输入数据遭受微小扰动时，最优解应保持不变”的鲁棒性假设。具有 𝛾-

perturbation resilient性质的数据集通常表示其簇结构“天然明确”，可以设计更高效的精确 k-means算法。
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10.2 压缩感知

10.2.1 背景与动机

传统信号处理依赖奈奎斯特–香农采样定理，要求采样频率至少为信号带宽的两倍才能无失真重构信号。然
而，许多实际信号（如图像、语音、医学成像）在某个变换域中具有稀疏性，仅有少量非零系数。压缩感知（Com-

pressed Sensing, CS）[15-16]正是利用这一性质，在采样端直接获取远少于奈奎斯特率的线性测量，实现有效重构。

补充背景知识：Encoder与 Decoder

𝑥 Encoder 𝑦 Decoder 𝑧
𝑦 = 𝑓enc (𝑥) 𝑧 = 𝑓dec (𝑦)

图 10.1: Encoder–Decoder架构示意图：Encoder将输入 𝑥压缩为潜在表示 𝑦，Decoder基于 𝑦生成输出 𝑧。该结构
广泛用于机器翻译、图像生成与分布式/联邦学习中的特征压缩与隐私保护。

在分布式算法和分布式机器学习中，常见的深度学习模型结构之一是 Encoder-Decoder架构。其核心思想
是通过编码器（Encoder）将输入数据压缩为低维、结构化的表示，再由解码器（Decoder）将这种潜在表示映射
回输出空间。该框架最早应用于机器翻译和图像生成等任务，现在在联邦学习和分布式训练中也被广泛借鉴。

Encoder（编码器）：负责提取和压缩输入数据特征。编码器接收原始输入 𝑥，通过一系列神经网络层（如
卷积层或 Transformer层）将其映射为一个潜在表示向量 𝑦，即

𝑦 = 𝑓𝑒𝑛𝑐 (𝑥).

在分布式机器学习场景中，编码器可以减少原始数据的维度和冗余信息，从而有效降低通信开销。例如，
客户端设备在上传信息前先通过编码器对高维特征进行压缩。
Decoder（解码器）：负责重建或生成输出结果。解码器接收编码器产生的潜在表示 𝑦，并将其映射为目标
输出 𝑧，即

𝑧 = 𝑓𝑑𝑒𝑐 (𝑦).

在机器翻译中，Decoder用于将潜在表示还原为目标语言句子；在分布式学习中，Decoder可以聚合各节点
的压缩特征，重构全局信息或生成预测结果。

Encoder-Decoder结构通常通过优化预测输出与真实输出之间的误差来训练。例如，在自编码器（Autoencoder）
中，目标是最小化输入 𝑥与重构结果 𝑥之间的差异：

L = ‖𝑥 − 𝑓𝑑𝑒𝑐 ( 𝑓𝑒𝑛𝑐 (𝑥))‖2,

其中 𝑓𝑒𝑛𝑐 和 𝑓𝑑𝑒𝑐 分别表示编码器与解码器。

在分布式计算中的作用：在分布式训练和联邦学习中，Encoder-Decoder思想能够在以下方面提供帮助：
1. 通信压缩：将高维数据压缩为低维特征 𝑦，减少各节点之间的通信带宽需求，从而降低通信复杂度。若原
始数据维度为 𝑑，压缩后的维度为 𝑘，则当 𝑘 � 𝑑 时，通信开销可显著降低。

2. 隐私保护：节点只需交换压缩后的特征表示 𝑦，而非原始数据 𝑥，有助于保护用户隐私。
3. 模型协同训练：不同节点可分别训练 Encoder，本地提取数据特征，再在中央节点通过 Decoder聚合，从而
实现分布式或联邦学习训练。
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10.2.2 问题定义

设实际信号为 𝑥 ∈ R𝑑，我们对该信号的测量为 𝑦 ∈ R𝑁，我们通过一个测量矩阵 Φ ∈ R𝑁×𝑑 来获得 𝑦:

𝑦 = Φ𝑥

令 Φ为 Encoder，Δ为 Decoder，问题的优化目标为：设计合适的 Φ和 Δ, 𝑠.𝑡.,

max
𝑥∈R𝑑
| |Δ(Φ𝑥) − 𝑥 | |22

最小。

10.2.3 稀疏性（Sparsity）

若信号向量 𝑥中仅有 𝑘 个非零分量（𝑘 � 𝑑），则称 𝑥为 𝑘-稀疏。稀疏度可用 ℓ0范数度量：

‖𝑥‖0 = #{𝑖 : 𝑥𝑖 ≠ 0} ≤ 𝑘.

10.2.4 限制等距性质（RIP）

测量矩阵 Φ满足 𝑘-稀疏向量的限制等距性质（Restricted Isometry Property），即存在常数 𝜖 ∈ (0, 1)使得：

(1 − 𝜖)‖𝑥‖22 ≤ ‖Φ𝑥‖22 ≤ (1 + 𝜖)‖𝑥‖22
对所有 ‖𝑥‖0 ≤ 𝑘 都成立。

10.2.5 理论保证

结论：如果 Φ满足 RIP，则 Δ(𝑦) 可以通过解
min | |𝑥 | |1
Φ𝑥 = 𝑦

得到，最终信号重构过程的误差保证为 | |𝑥 − ΔΦ𝑥 | |2 ≤ 𝐶 · | |𝑥 | |1√
𝑘

.

10.2.6 基于生成对抗网络的压缩感知方法

在传统的压缩感知中，我们希望通过一个测量矩阵（编码器）Φ ∈ R𝑁×𝑑，从高维信号 𝑥 ∈ R𝑑 中获得低维观
测值 𝑦 ∈ R𝑁，即：

𝑦 = Φ𝑥, 其中𝑁 � 𝑑

接下来，我们需要设计一个解码器 Δ : R𝑁 → R𝑑，从观测值 𝑦中恢复出原始信号 𝑥。
传统方法通常假设 𝑥在某个基下具有稀疏性，但对于图像等自然信号，这种假设并不总是成立。近年来，研

究者提出利用预训练的生成模型（如 GAN）来建模信号的先验分布[17]。
设有一个生成器 𝐺 : R𝑚 → R𝑑，它将低维潜在向量 𝑧 ∈ R𝑚 映射为高维信号 𝑥 = 𝐺 (𝑧)。假设所有真实信号都

可以由某个 𝑧生成，则恢复问题转化为：

寻找𝑧∗ ∈ R𝑚 s.t., Φ𝐺 (𝑧∗) ≈ 𝑦

因此，解码器 Δ可以通过以下优化过程定义：

Δ(𝑦) = 𝐺 (𝑧∗), 其中𝑧∗ = arg min
𝑧
‖Φ𝐺 (𝑧) − 𝑦‖22

为了进一步增强鲁棒性，有时会加入正则项，防止生成不自然的结果：

𝑧∗ = arg min
𝑧

(
‖Φ𝐺 (𝑧) − 𝑦‖22 + 𝜆‖𝑧‖22

)
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10.2 压缩感知

这种方法利用了生成器的表达能力，将高维信号的先验知识显式地融入重建过程，在观测维度极低的情况
下也能生成自然、真实感强的图像。
自从[17]首次提出将预训练生成对抗网络（GAN）作为压缩感知的先验，并给出了在非稀疏模型下的重建保

证之后，该方向迅速发展起来。Jalal等人在 2020年[18]引入了鲁棒生成模型压缩感知框架，通过对抗正则化增强
了对测量噪声与模型偏差的抵抗能力。更近期，[19]在 ICML 2022中提出了生成压缩感知中的不确定性建模方法，
利用概率生成先验对重建结果的置信度进行量化，从而进一步提升了系统的可靠性。
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第十一章 随机游走：Random Walks

本节我们学习随机游走（random walks）的相关知识，包括用谱图论作为工具分析随机游走以及随机游走的
应用。

11.1 图上的随机游走

令 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 表示一个无向图。一个随机游走（random walks）从图中某个点开始，在每一步（step），从
当前所在点的邻居中均匀随机地选择一个点进行移动（游走）。在随机游走中，我们关心两个关键问题：

随机游走是否会收敛到某个极限分布？
需要多少步才会收敛？

针对以上两个关键问题，主要可以通过以下两种方式进行分析：
概率方法（例如：耦合）；
谱方法（基于转移矩阵的特征值）。
在这门课中，我们主要学习通过谱方法分析随机游走。

11.1.1 马尔科夫链

定义 11.1 (转移矩阵)

♣

令 [𝑛] = {1, 2, . . . , 𝑛} 表示状态空间。如果矩阵 𝑃 ∈ R𝑛×𝑛 满足以下 2 个条件，则 𝑃 是一个转移矩阵
（transition matrix）：

对所有 𝑖, 𝑗 ∈ [𝑛]，有 𝑃𝑖 𝑗 ≥ 0（即从状态 𝑖到状态 𝑗 的概率非负）；
对所有 𝑖 ∈ [𝑛]，有

∑𝑛
𝑗=1 𝑃𝑖 𝑗 = 1（即从状态 𝑖到其他状态的概率和为 1）。

定义 11.2 (马尔科夫链)

♣

针对序列 (𝑋0, 𝑋1, . . . )，如果 (𝑋0, 𝑋1, . . . )满足：

Pr[𝑋𝑡+1 = 𝑗 | 𝑋𝑡 = 𝑖, 𝑋𝑡−1, . . . , 𝑋0] = Pr[𝑋𝑡+1 = 𝑗 | 𝑋𝑡 = 𝑖] = 𝑃𝑖 𝑗 ,

则序列 (𝑋0, 𝑋1, . . . )是具有转移矩阵 𝑃的马尔科夫链（Markov chain）。

马尔科夫链与图的关系
一个马尔科夫链可以被表示成一个带权有向图 𝐺 = ([𝑛], 𝑤)：

若 𝑃𝑖 𝑗 > 0，则可以给有向边 (𝑖, 𝑗)的权重设为 𝑃𝑖 𝑗；
若 𝑃𝑖 𝑗 = 0，则可以认为不存在有向边 (𝑖, 𝑗)（或看作有向边 (𝑖, 𝑗) 的权重为 0）；

一个带权有向图 𝐺 = ( [𝑛], 𝑤)对应一个转移矩阵 𝑃：
𝑃𝑖 𝑗 =

𝑤 (𝑖, 𝑗 )∑𝑛
𝑘=1 𝑤 (𝑖,𝑘 )

。
随机游走可以视为马尔科夫链在图（graph）上的具体实现。

定义 11.3 (概率分布)

♣
具有转移矩阵 𝑃的马尔科夫链 𝑡 步后的概率分布定义为 ®𝑝𝑡 = ®𝑝0𝑃

𝑡。



11.1 图上的随机游走

马尔科夫链的一些性质定义

定义 11.4 (不可约性)

♣
如果对于所有的 𝑖, 𝑗 ∈ [𝑛]，存在 𝑡满足 Pr[𝑋𝑡 = 𝑗 | 𝑋0 = 𝑖] > 0，则这个马尔科夫链是不可约的（irreducible）。

直观来说，若一个马尔可夫链的任意两个状态均可通过有限步转移到达彼此（即存在概率路径），则称该链
具有不可约性（irreducible）。

定义 11.5 (状态的周期)

♣
状态 𝑖的周期（period）定义为 gcd{𝑡 : Pr[𝑋𝑡 = 𝑖 | 𝑋0 = 𝑖] > 0}。

图 11.1: 左：无向二部图；右：有向环

举例：图 11.1（左）中状态 𝑖的周期为 gcd{2, 4, 6, 8, . . . } = 2，因此 𝑖的周期为 2；类似地， 𝑗 的周期也为 2。

定义 11.6 (非周期性)

♣

若状态 𝑖 的周期为 1，则状态 𝑖 是非周期性的（aperiodic）。若马尔可夫链中所有的状态都是非周期性的，
则这个马尔科夫链是非周期性的。

关于周期性的更多例子
无向二部图中状态（即图中顶点）的周期为 2，例如图 11.1（左）；
长为 𝑘 > 1的有向环中点的周期为 𝑘，例如图 11.1（右）；
周期性阻止概率分布收敛到单一极限分布：

例如图 11.1（左）中初始状态为 𝑖的马尔科夫链，奇数步后在 𝑗，偶数步后在 𝑖，因此概率分布会在两
个分布之间振荡，无法收敛到单一极限。

命题 11.1 (可达性结果（Reachability Result）)

♠

在任意有限（状态集合有限）、不可约、非周期的马尔可夫链中，存在 𝜏 < ∞满足对于所有的 𝑖, 𝑗 和 𝑡 ≥ 𝜏
有：

Pr[𝑋𝑡 = 𝑗 | 𝑋0 = 𝑖] > 0.

注意：仅仅有限、不可约这两个条件不能得出性质 11.1中的结果。例如针对图 11.1（左），其满足有限和不
可约，但在 𝑡 为奇数时，Pr[𝑋𝑡 = 𝑖 |𝑋0 = 𝑖] = 0，在 𝑡 为偶数时，Pr[𝑋𝑡 = 𝑗 |𝑋0 = 𝑖] = 0。即因为周期性，导致某些
时刻概率恒为 0，不满足性质 11.1中的结果，因此需要“非周期”这个条件。

马尔科夫链基本定理

定义 11.7 (稳态分布)

♣
一个概率向量 ®𝜋 ∈ R𝑛 对于 𝑃是稳态分布（stationary distribution），如果满足：®𝜋𝑃 = ®𝜋。

®𝜋是 𝑃的左特征向量，对应的特征值为 1；
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如果 ®𝜋是稳态分布，那么对于所有的 𝑡 > 0有 ®𝜋𝑃𝑡 = ®𝜋：
®𝜋𝑃𝑡 = ®𝜋𝑃 · 𝑃𝑡−1 = ®𝜋𝑃𝑡−1 = ®𝜋𝑃 · 𝑃𝑡−2 = ®𝜋𝑃𝑡−2 = · · · = ®𝜋。

定义 11.8 (TV距离)

♣

两个概率分布 ®𝑝, ®𝑞 ∈ R𝑛 之间的 TV距离（total variation distance）定义为

𝑑TV ( ®𝑝, ®𝑞) :=
1
2

𝑛∑
𝑖=1
|𝑝(𝑖) − 𝑞(𝑖) | = 1

2
‖ ®𝑝 − ®𝑞‖1.

如果在 𝑡 →∞时有 𝑑TV ( ®𝑝𝑡 , ®𝑞) → 0，则称 ®𝑝𝑡（定义 11.3）收敛于 ®𝑞。

定理 11.1 (马尔科夫链基本定理)

♥

令 𝑃 ∈ R𝑛×𝑛定义一个有限、不可约、非周期的马尔科夫链。则对任意的初始分布 ®𝑝0，其对应的 ®𝑝𝑡 := ®𝑝0𝑃
𝑡

在 𝑡 →∞时收敛于一个唯一的稳态分布 ®𝜋。

定理 11.1针对所有满足有限、不可约、非周期的马尔科夫链成立，而无向图上的随机游走是特殊的马尔科
夫链，接下来我们运用谱分析证明一个特殊版本（关于无向图上的随机游走）的马尔可夫链基本定理。

11.1.2 无向图上的简单随机游走

本节我们考虑无向图上的随机游走，这是一种特殊的马尔科夫链，希望运用谱图论证明定理 11.1。
一些基础符号。针对无权无向图 𝐺 = (𝑉, 𝐸)，𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 表示图 𝐺 的邻接矩阵，𝐷 ∈ R𝑛×𝑛 表示度数对角矩

阵，其中 𝐷𝑖𝑖 = deg(𝑖)。

回忆无权无向图 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 上的随机游走是指从图中某个点出发，在每一步，从当前所在点的邻居中均匀
随机地选择一个点进行移动（游走）。

令 𝑃𝑖 𝑗 表示从点 𝑖到点 𝑗 的单步转移概率，则：
若 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸，有 𝑃𝑖 𝑗 = 1

deg(𝑖)；
若 (𝑖, 𝑗) ∉ 𝐸，有 𝑃𝑖 𝑗 = 0；

因此转移矩阵 𝑃 = 𝐷−1𝐴。这称为图上简单随机游走的转移矩阵。
令 𝒑0 : 𝑉 → R表示初始概率分布，则 𝒑𝑡+1 = 𝒑𝑡𝑃 = 𝒑𝑡𝐷

−1𝐴 ⇒ 𝒑𝑡 = 𝒑0 (𝐷−1𝐴)𝑡 .

类似定义 11.7，我们定义 𝝅 : 𝑉 → R为稳态分布，如果 𝝅满足 𝝅𝑃 = 𝝅。𝝅是 𝑃的左特征向量，对应的特征
值为 1。

引理 11.1

♥

令 𝐺 = (𝑉, 𝐸)表示一个无向图，令 𝑃 = 𝐷−1𝐴。对所有 𝑖 ∈ 𝑉，定义

𝝅(𝑖) = deg(𝑖)
2|𝐸 | ,

则 𝝅是 𝑃的一个稳态分布。
证明

𝝅𝑃 = 𝝅𝐷−1𝐴

=
1

2|𝐸 |
®1 · 𝐴

=
1

2|𝐸 | (deg(1), . . . , deg(𝑛))

= 𝝅.

■

139
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定理 11.1中马尔科夫链需要满足有限、不可约、非周期三个条件。因此我们需要在图上对应有限、不可约、
非周期三个条件。

有限。 只要图上的顶点数 |𝑉 |有限就满足了“有限”这个条件。

不可约。 若 𝐺 是不连通的，则随机游走的长期表现（long-term behavior）取决于起始点，稳态分布也不是唯一
的。

考虑图 𝐺 中有两个连通分量 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1) 和 𝐺2 = (𝑉 −𝑉1, 𝐸 − 𝐸1)：
若起始点为 𝐺1中的点（即 𝑉1中的点），则稳态分布为

对 𝑖 ∈ 𝑉1，𝝅(𝑖) = deg(𝑖)
2 |𝐸1 | ；

对 𝑖 ∉ 𝑉1，𝝅(𝑖) = 0；
若起始点为 𝐺2中的点（即 𝑉 −𝑉1中的点），则稳态分布为

对 𝑖 ∉ 𝑉1，𝝅(𝑖) = deg(𝑖)
2 |𝐸−𝐸1 |；

对 𝑖 ∈ 𝑉1，𝝅(𝑖) = 0。

事实 11.2 当且仅当 𝐺 连通时，不可约条件满足。

非周期。 即使在连通图中，随机游走也可能不会收敛到一个稳态分布，例如图 11.1（左）中的连通二部图，其
概率分布会在两个分布之间振荡，无法收敛到单一极限。

事实 11.3 当且仅当 𝐺 是非二部图（non-bipartite）时，非周期条件满足。

特殊的马尔科夫链基本定理

结合事实 11.2、事实 11.3和引理 11.1，我们想要证明的特殊版本的定理 11.1变为以下定理：

定理 11.4

♥

令 𝐺 表示一个无向、连通的非二部图，并且转移矩阵 𝑃 = 𝐷−1𝐴，则满足以下定义的分布 𝝅 是唯一的稳
态分布：

𝝅(𝑖) = deg(𝑖)
2|𝐸 | .

即对任意的初始分布 𝒑0，其对应的 𝒑𝑡 = 𝒑0𝑃
𝑡 在 𝑡 →∞时收敛于 𝝅。

11.1.3 𝑑-正则非二部图上的简单随机游走

接下来我们的目标是使用谱分析（spectral analysis）证明上节中给出的特殊的马尔可夫链基本定理（定理
11.4），即证明随机游走会收敛到一个唯一的稳态分布。此外谱技巧（spectral techniques）可以精确分析混合时间
（mixing time），即收敛速度。本节首先考虑在一类特殊的图（𝑑-正则非二分图）上进行证明，在后面章节推广到
更一般的图上。

对 𝑑-正则图：
简单随机游走的转移矩阵 𝑃 = 𝐷−1𝐴 = 1

𝑑 𝐴 = A；
A 为正则化的邻接矩阵；

𝑃为实对称矩阵，因此特征值都是实数；
稳态分布满足 𝝅(𝑖) = 𝑑

𝑑𝑛 = 1
𝑛，因此 𝝅 = 1

𝑛。

𝑃 = A 的谱性质。令 𝛼1 ≥ 𝛼2 ≥ · · · ≥ 𝛼𝑛 表示 A 的特征值，对应的一组标准正交特征向量为 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛：
由 Notes Lec 10中引理 28可知，𝛼1 = 1，且 𝑣1 = 1√

𝑛
；

当且仅当 𝐺 是连通图时，𝛼2 < 1；

140



11.1 图上的随机游走

由 Notes Lec 10中引理 22可知，当且仅当 𝐺 是连通图时，𝐿 = 𝐷 − 𝐴的第二小特征值 𝜆2 > 0（对应
的特征向量为 𝑣2），可以验证 𝛼𝑖 = 1 − 𝜆𝑖

𝑑，因此 𝛼2 = 1 − 𝜆2
𝑑 < 1；

当且仅当 𝐺 是非二部图时，𝛼𝑛 > −1（当且仅当 𝐺 是二部图时，𝛼𝑛 = −1）；
由 Notes Lec 10中引理 12可得。

下面给出与定理 11.4相对应的 𝑑-正则非二部图上的结论，即定理 11.5。

定理 11.5

♥

令 𝐺 表示一个 𝑑-正则化的、无向、连通的非二部图，简单随机游走的转移矩阵 𝑃 = 𝐷−1𝐴 = A，那么对
于所有的初始概率分布 𝒑0：

lim
𝑡→∞

𝒑0A𝑡 =
1
𝑛
.

证明
A 的特征分解可以表示为 A =

∑𝑛
𝑖=1 𝛼𝑖𝑣𝑖𝑣

>
𝑖 。由于 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 构成一组标准正交基，则对任意 𝑖 ≠ 𝑗 有

𝑣>𝑖 𝑣 𝑗 = 0，对任意 𝑖 ∈ [𝑛] 有 𝑣>𝑖 𝑣𝑖 = 1。因此 A𝑡 =
∑𝑛
𝑖=1 𝛼

𝑡
𝑖 𝑣𝑖𝑣

>
𝑖 。

𝒑0A𝑡 = 𝒑0

𝑛∑
𝑖=1

𝛼𝑡𝑖 𝑣𝑖𝑣
>
𝑖

= 𝒑0 · 𝛼𝑡1𝑣1𝑣
>
1 + 𝒑0

𝑛∑
𝑖=2

𝛼𝑡𝑖 𝑣𝑖𝑣
>
𝑖

=
1
𝑛
+ 𝒑0

𝑛∑
𝑖=2

𝛼𝑡𝑖 𝑣𝑖𝑣
>
𝑖 （𝛼1 = 1, 𝑣1 =

1
√
𝑛
且 𝒑0满足

𝑛∑
𝑖=1

𝒑0 (𝑖) = 1）

等式两边同时取极限，可得：

lim
𝑡

𝒑0A𝑡 = lim
𝑡

1
𝑛
+ 𝒑0

𝑛∑
𝑖=2

𝛼𝑡𝑖 𝑣𝑖𝑣
>
𝑖 =

1
𝑛
,

这是因为在连通的非二部图中，1 > 𝛼2 ≥ 𝛼3 ≥ · · · ≥ 𝛼𝑛 > −1，因此在 𝑡 → ∞ 时，∀𝑖 > 1，|𝛼𝑡𝑖 | → 0，即
𝒑0

∑𝑛
𝑖=2 𝛼

𝑡
𝑖 𝑣𝑖𝑣

>
𝑖 → 0。

■
马尔科夫链基本定理表明在步数 𝑡 →∞时，随机游走的概率分布趋于稳态分布。现在我们关心 𝑡 足够大时，

随机游走概率分布的表现，而不是 𝑡 →∞时。因此我们引入混合时间（mixing time）的概念。

定义 11.9 (混合时间)

♣

对于转移矩阵为 𝑃的随机游走，令 𝒑𝑡 = 𝒑0𝑃
𝑡 表示从初始分布 𝒑0开始的步长为 𝑡的随机游走的概率分布，

𝝅 = lim𝑡→∞ 𝒑𝑡 表示稳态分布。混合时间 𝜏𝜀 (𝑃) 定义为对任意初始分布 𝒑0，满足 𝑑TV ( 𝒑𝑡 , 𝝅) ≤ 𝜀的最小的
步数 𝑡。

在本节中，除非 𝜀被特殊指明，否则我们默认 𝜀 = 1/4。接下来我们给出简单随机游走混合时间的上界。
回忆在 𝑑-正则图上，𝑃 = 𝐷−1𝐴 = 1

𝑑 𝐴 = A，𝑊 = 1
2 𝐼 +

1
2𝑃 = 1

2 𝐼 +
1
2A。1 = 𝛼1 ≥ 𝛼2 ≥ · · · ≥ 𝛼𝑛 ≥ −1表示 A

的特征值，对应的一组标准正交的特征向量为 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛。稳态分布为 𝝅 = 1
𝑛。

定义谱间隔（spectral gap）为 𝑔 := min{1 − 𝛼2, 1 − |𝛼𝑛 |}。

通过谱间隔给出混合时间的上界：

事实 11.6 对任意向量 𝑥 ∈ R𝑛，有 ‖𝑥‖1 ≤
√
𝑛‖𝑥‖2。
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证明 利用柯西不等式：

‖𝑥‖1 =
𝑛∑
𝑖=1
|𝑥(𝑖) | ≤

√√√(
𝑛∑
𝑖=1

12

) (
𝑛∑
𝑖=1

𝑥(𝑖)2
)
=
√
𝑛 · ‖𝑥‖2.

■

定理 11.7

♥

令 𝐺 表示一个无向、连通、非二部图的 𝑑-正则图，𝑃 = A 为图上的简单随机游走转移矩阵。则 𝜏𝜀 (𝑃) ≲
1
𝑔 ln

(
𝑛
𝜀

)
。

注：𝑎 ≲ 𝑏中 ≲符号隐藏了常数，表示 𝑎 ≤ 𝑐 · 𝑏，其中 𝑐是一个常数。可以认为 ≲符号与 𝑂 符号类似。
定理 11.7表明无向、连通、非二部图（连通的非二部图的 𝑔 > 0）的 𝑑-正则图上简单随机游走的混合时间与

谱间隔 𝑔有关。
证明 因为 A 的特征向量 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛（列向量）构成一组标准正交基，因此任意的初始向量 𝒑0（行向量）都可
以用 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 表示，即 𝒑0 =

∑𝑛
𝑖=1 𝑐𝑖𝑣

>
𝑖 ，其中 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 为常数。此外，𝑃 = A =

∑𝑛
𝑖=1 𝛼𝑖𝑣𝑖𝑣

>
𝑖 ，且 𝑃𝑡 = A𝑡 =∑𝑛

𝑖=1 𝛼
𝑡
𝑖 𝑣𝑖𝑣

>
𝑖 。

由定理 11.5的证明可知 𝒑𝑡 = 𝒑0𝑃
𝑡 = 1

𝑛 + 𝒑0
∑𝑛
𝑖=2 𝛼

𝑡
𝑖 𝑣𝑖𝑣

>
𝑖 ，因此

𝑑TV ( 𝒑𝑡 , 𝝅) =
1
2
‖ 𝒑𝑡 − 𝝅‖1

=
1
2
‖ 1
𝑛
+ 𝒑0

𝑛∑
𝑖=2

𝛼𝑡𝑖 𝑣𝑖𝑣
>
𝑖 −

1
𝑛
‖1

=
1
2
‖ 𝒑0

𝑛∑
𝑖=2

𝛼𝑡𝑖 𝑣𝑖𝑣
>
𝑖 ‖1

=
1
2
‖
𝑛∑
𝑖=2

𝑐𝑖𝛼
𝑡
𝑖 𝑣
>
𝑖 ‖1 ( 𝒑0 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝑣
>
𝑖 )

≤
√
𝑛

2
‖
𝑛∑
𝑖=2

𝑐𝑖𝛼
𝑡
𝑖 𝑣
>
𝑖 ‖2 （事实 11.6）.

令向量 𝑋 =
∑𝑛
𝑖=2 𝑐𝑖𝛼

𝑡
𝑖 𝑣
>
𝑖 ，则 𝑋 (𝑘) =

∑𝑛
𝑖=2 𝑐𝑖𝛼

𝑡
𝑖 𝑣𝑖 (𝑘)，因此
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‖
𝑛∑
𝑖=2

𝑐𝑖𝛼
𝑡
𝑖 𝑣
>
𝑖 ‖22 = ‖𝑋 ‖22

=
𝑛∑
𝑘=1

𝑋 (𝑘)2

=
𝑛∑
𝑘=1

(
𝑛∑
𝑖=2

𝑐𝑖𝛼
𝑡
𝑖 𝑣𝑖 (𝑘)

)2

=
𝑛∑
𝑘=1

©­«
𝑛∑
𝑖=2

𝑛∑
𝑗=2

𝑐𝑖𝛼
𝑡
𝑖 𝑣𝑖 (𝑘) · 𝑐 𝑗𝛼𝑡𝑗𝑣 𝑗 (𝑘)

ª®¬
=

𝑛∑
𝑖=2

𝑛∑
𝑗=2

𝑐𝑖𝛼
𝑡
𝑖 𝑐 𝑗𝛼

𝑡
𝑗

𝑛∑
𝑘=1

𝑣𝑖 (𝑘)𝑣 𝑗 (𝑘)

=
𝑛∑
𝑖=2

𝑐2
𝑖 𝛼

2𝑡
𝑖 （𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 是一组标准正交基）

≤ (1 − 𝑔)2𝑡
𝑛∑
𝑖=2

𝑐2
𝑖

≤ 𝑒−2𝑔𝑡
𝑛∑
𝑖=2

𝑐2
𝑖 .

结合上面两个式子，有：

𝑑TV ( 𝒑𝑡 , 𝝅) ≤
√
𝑛

2
‖
𝑛∑
𝑖=2

𝑐𝑖𝛼
𝑡
𝑖 𝑣
>
𝑖 ‖2

≤
√
𝑛

2

√√
𝑒−2𝑔𝑡

𝑛∑
𝑖=2

𝑐2
𝑖

≤
√
𝑛

2

√√
𝑒−2𝑔𝑡

𝑛∑
𝑖=1

𝑐2
𝑖

=

√
𝑛

2

√
𝑒−2𝑔𝑡 ‖𝑝0‖22

≤
√
𝑛

2

√
𝑒−2𝑔𝑡 ‖𝑝0‖1

=

√
𝑛

2
𝑒−𝑔𝑡

=

√
𝑛

2
𝑒−𝑔·𝐶

1
𝑔 ln ( 𝑛𝜀 ) （𝑡 = 𝜏𝜀 (𝑃) ≲

1
𝑔

ln
(𝑛
𝜀

)
）

=

√
𝑛

2

( 𝜀
𝑛

)𝐶
≤ 𝜀. （取足够大的 𝐶 ≥ 1）

■

11.1.4 𝑑-正则图上的懒惰随机游走

去掉非周期性条件。 定理 11.4中的非二部图保证了马尔可夫链是非周期的（事实 11.3）。若想移除非二部图这
个条件，我们可以给图上的点加自环（self-loops）。这将引出懒惰随机游走（lazy random walk）的概念。本节中
我们首先研究 𝑑-正则非二分图上的懒惰随机游走。

143



11.1 图上的随机游走

定义 11.10 (（𝑑-正则图上的）懒惰随机游走)

♣

给定一个 𝑑-正则无向图 𝐺，其上的懒惰随机游走对应的转移矩阵𝑊 定义为：

𝑊 =
1
2
𝐼 + 𝐴

2𝑑
.

直观上看，图上的懒惰随机游走从某个点开始，在每一步，以 1
2 的概率留在原地，以

1
2 的概率随机均匀随

机地选择一个邻居进行转移（游走）。
考虑懒惰随机游走的好处：
加自环打破了二部图的周期性；
这种修改确保马尔可夫链变为非周期性的，同时不会显著改变图的结构。
首先分析懒惰随机游走转移矩阵𝑊 的谱性质。

𝑊 的谱性质。由𝑊 = 1
2 𝐼 +

1
2A可知，𝑊 的特征值为

1
2 (1+ 𝛼𝑖)，对应的特征向量为 𝑣𝑖。𝑊 的特征值 1

2 (1+ 𝛼𝑖)
有以下规律：

𝑊 的最大特征值为 1
2 (1 + 𝛼1) = 1；

因为 𝛼𝑖 ≥ −1，因此对所有 𝑖 ∈ [𝑛]，𝑊 的特征值 1
2 (1 + 𝛼𝑖) ≥ 0；

1 > 1+𝛼2
2 ≥ · · · ≥ 1+𝛼𝑛

2 ≥ 0。
下面给出 𝑑-正则非二分图上的稳态分布，即定理 11.8。

定理 11.8

♥

令 𝐺 表示一个 𝑑-正则化的、无向、连通图，转移矩阵𝑊 = 1
2 𝐼 +

1
2A，那么对于所有的初始概率分布 𝒑0：

lim
𝑡→∞

𝒑0𝑊
𝑡 =

1
𝑛
.

证明 （证明与定理 11.5类似。）由𝑊 的谱性质可知，𝑊 的特征值为 1
2 (1 + 𝛼𝑖)，对应的特征向量为 𝑣𝑖，因此𝑊

的特征分解可以表示为𝑊 =
∑𝑛
𝑖=1

1+𝛼𝑖
2 𝑣𝑖𝑣

>
𝑖 ，类似地，𝑊

𝑡 =
∑𝑛
𝑖=1

(
1+𝛼𝑖

2

) 𝑡
𝑣𝑖𝑣
>
𝑖 。

𝒑0𝑊
𝑡 = 𝒑0

𝑛∑
𝑖=1

(
1 + 𝛼𝑖

2

) 𝑡
𝑣𝑖𝑣
>
𝑖

= 𝒑0

(
1 + 𝛼1

2

)
𝑣1𝑣
>
1 + 𝒑0

𝑛∑
𝑖=2

(
1 + 𝛼𝑖

2

) 𝑡
𝑣𝑖𝑣
>
𝑖

=
1
𝑛
+ 𝒑0

𝑛∑
𝑖=2

(
1 + 𝛼𝑖

2

) 𝑡
𝑣𝑖𝑣
>
𝑖 （𝛼1 = 1, 𝑣1 =

1
√
𝑛
且 𝒑0满足

𝑛∑
𝑖=1

𝒑0 (𝑖) = 1）

等式两边同时取极限，可得：

lim
𝑡

𝒑0𝑊
𝑡 = lim

𝑡

(
1
𝑛
+ 𝒑0

𝑛∑
𝑖=2

(
1 + 𝛼𝑖

2

) 𝑡
𝑣𝑖𝑣
>
𝑖

)
=

1
𝑛
,

这是因为在连通图中，1 > 𝛼2 ≥ 𝛼3 ≥ · · · ≥ 𝛼𝑛 > −1，因此 1 > 1+𝛼2
2 ≥ · · · ≥ 1+𝛼𝑛

2 ≥ 0。则在 𝑡 →∞时，∀𝑖 > 1，

|
(

1+𝛼𝑖
2

) 𝑡
| → 0，即 𝒑0

∑𝑛
𝑖=2

(
1+𝛼𝑖

2

) 𝑡
𝑣𝑖𝑣
>
𝑖 → 0。 ■

通过导率（conductance）给出混合时间的上界： 回忆在 𝑑-正则图上，懒惰随机游走的转移矩阵𝑊 = 1
2 𝐼 +

1
2𝑃 =

1
2 𝐼+

1
2A，𝑊的特征值为

1
2 (1+𝛼𝑖)，均 ≥ 0。稳态分布为 𝝅 = 1

𝑛。此外，图𝐺的正则化拉普拉斯矩阵L = 𝐼− 𝐴𝑑 = 𝐼−A，
特征值为 0 ≤ 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ · · · ≤ 𝜆𝑛 ≤ 2（对应的特征向量为 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛），其中 𝜆𝑖 = 1 − 𝛼𝑖。
定义谱间隔（spectral gap）为 𝑔 := 1

2 (1 − 𝛼2) = 1
2𝜆2。
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定理 11.9

♥

令 𝐺 表示一个无向、连通的 𝑑-正则图，𝑊 = 1
2 𝐼 +

1
2A 为图上的懒惰随机游走转移矩阵。则 𝜏𝜀 (𝑊) ≲

1
𝜙 (𝐺)2 ln

(
𝑛
𝜀

)
。

定理 11.9表明无向、连通（连通图的 𝑔 > 0，即 𝜙(𝐺) > 0）的 𝑑-正则图上懒惰随机游走的混合时间与导率
𝜙(𝐺)有关。
证明 （总体证明思路与定理 11.7的证明类似，最后用到 Cheeger不等式。）

由定理 11.8的证明可知 𝒑𝑡 = 𝒑0𝑊
𝑡 = 1

𝑛 + 𝒑0
∑𝑛
𝑖=2

(
1+𝛼𝑖

2

) 𝑡
𝑣𝑖𝑣
>
𝑖 ，因此

𝑑TV ( 𝒑𝑡 , 𝝅) ≤
√
𝑛

2
‖
𝑛∑
𝑖=2

𝑐𝑖

(
1 + 𝛼𝑖

2

) 𝑡
𝑣>𝑖 ‖2.

此外，

‖
𝑛∑
𝑖=2

𝑐𝑖

(
1 + 𝛼𝑖

2

) 𝑡
𝑣>𝑖 ‖22 =

𝑛∑
𝑖=2

𝑐2
𝑖

(
1 + 𝛼𝑖

2

)2𝑡

=
𝑛∑
𝑖=2

𝑐2
𝑖

(
1 − 𝜆𝑖

2

)2𝑡
（𝜆𝑖 = 1 − 𝛼𝑖）

≤ (1 − 𝑔)2𝑡
𝑛∑
𝑖=1

𝑐2
𝑖

≤ 𝑒−2𝑔𝑡
𝑛∑
𝑖=2

𝑐2
𝑖 .

结合上面两个式子，有：

𝑑TV ( 𝒑𝑡 , 𝝅) ≤
√
𝑛

2
‖
𝑛∑
𝑖=2

𝑐𝑖

(
1 + 𝛼𝑖

2

) 𝑡
𝑣>𝑖 ‖2

≤
√
𝑛

2

√√
𝑒−2𝑔𝑡

𝑛∑
𝑖=2

𝑐2
𝑖

≤
√
𝑛

2

√√
𝑒−2𝑔𝑡

𝑛∑
𝑖=1

𝑐2
𝑖

=

√
𝑛

2

√
𝑒−2𝑔𝑡 ‖𝑝0‖22

≤
√
𝑛

2

√
𝑒−2𝑔𝑡 ‖𝑝0‖1

=

√
𝑛

2
𝑒−𝑔𝑡

=

√
𝑛

2
𝑒−𝑔·𝐶

1
𝑔 ln ( 𝑛𝜀 ) （𝑡 = 𝜏𝜀 (𝑃) ≲

1
𝑔

ln
(𝑛
𝜀

)
）

=

√
𝑛

2

( 𝜀
𝑛

)𝐶
≤ 𝜀. （取足够大的 𝐶 ≥ 1）

由 Notes Lec 14 中的 Cheeger 不等式可知 𝜆2
2 ≤ 𝜙(𝐺) ≤

√
2𝜆2，因此 𝜆2 ≥ 𝜙 (𝐺)2

2 ，𝑔 = 1
2𝜆2 ≥ 𝜙 (𝐺)2

4 ，因此
𝜏𝜀 (𝑊) ≤ 𝐶2

1
𝑔 ln

(
𝑛
𝜀

)
≤ 4𝐶2

1
𝜙 (𝐺)2 ln

(
𝑛
𝜀

)
，即 𝜏𝜀 (𝑊) ≲ 1

𝜙 (𝐺)2 ln
(
𝑛
𝜀

)
。 ■

应用：对于扩展图（expanders）𝐺，其导率满足 𝜙(𝐺) = Ω(1)，根据定理 11.9，扩展图上的混合时间为 𝜏𝜀 (𝑊) =
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11.1 图上的随机游走

𝑂 (log 𝑛)，这一结论在以下场景下有用：
均匀采样；
设计随机化算法（randomized algorithms）；
快速混合马尔科夫链。
总结：通过给图加自环、分析新图上懒惰随机游走可以简化分析。此外，加自环不会显著影响图上随机游走

的性质。

11.1.5 一般非二部图上的简单随机游走

本节我们首先证明一般图上的马尔科夫链基本定理。其次给出一般图上的混合时间的上界。我们依然首先
关心非二部图的情况。

对一般图：
简单随机游走的转移矩阵 𝑃 = 𝐷−1𝐴；
由于图不一定是 𝑑-正则图，因此 𝑃不一定是对称矩阵；

因此，谱定理（Notes Lec 10中的定理 3）无法直接应用。

谱的相似性（spectral similarity）：两个矩阵在谱性质上相似通常指它们的特征值/特征向量可以通过某种方
式一一对应，且谱性质相近。如果两个矩阵 𝑀, 𝑁 相似，即存在可逆矩阵 𝑆满足 𝑀 = 𝑆−1𝑁𝑆，则 𝑀, 𝑁 具有相同
的特征值（但特征向量可能不同）。

定义正则化邻接矩阵 A = 𝐷−1/2𝐴𝐷−1/2，可以验证 A 一定为实对称矩阵。此时：
𝑃 = 𝐷−1𝐴 = 𝐷−1/2A𝐷1/2，与 A 相似，记为 𝑃 ∼ A
根据谱的相似性，𝑃的特征值与 A 的特征值相同，均为实数。

引理 11.2

♥

令 𝐺 表示一个连通的无向图，其正则化邻接矩阵为 A。令 𝛼1 > 𝛼2 ≥ · · · ≥ 𝛼𝑛 表示 A 的特征值，对应的
一组标准正交特征向量为 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛，其中 𝑣1 = 1√

2 |𝐸 |
𝐷1/21。则：

𝑃 = 𝐷−1𝐴的特征值为 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛；
𝑃的特征向量为 𝐷−1/2𝑣1, . . . , 𝐷

−1/2𝑣𝑛。

证明 利用谱的相似性依次证明：
由于 𝑃 ∼ A，因此 𝑃与 A 的特征值相同，为 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛；
𝑃𝐷−1/2𝑣𝑖 = 𝐷−1/2A𝐷1/2𝐷−1/2𝑣𝑖 = 𝐷−1/2A𝑣𝑖 = 𝐷−1/2𝛼𝑖𝑣𝑖 = 𝛼𝑖𝐷−1/2𝑣𝑖。

■
注意 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 是一组标准正交基，即对于任意 𝑖 ≠ 𝑗 ∈ [𝑛]，有 〈𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗〉 = 0；对于任意 𝑖 ∈ [𝑛]，有 ‖𝑣𝑖 ‖2 =√

𝑣>𝑖 𝑣𝑖 = 1。但 𝑃的特征向量 𝐷−1/2𝑣1, . . . , 𝐷
−1/2𝑣𝑛 不一定是一组标准正交基。因此，我们定义带权重的内积：

〈𝑢, 𝑣〉𝐷 = 𝑢>𝐷𝑣；
‖𝑣‖𝐷 =

√
𝑣>𝐷𝑣。

在带权重内积的度量下，𝑃的特征向量 𝐷−1/2𝑣1, . . . , 𝐷
−1/2𝑣𝑛 是一组标准正交基，即：

对于任意 𝑖 ≠ 𝑗 ∈ [𝑛]，有 〈𝐷−1/2𝑣𝑖 , 𝐷−1/2𝑣 𝑗〉𝐷 = 0；
对于任意 𝑖 ∈ [𝑛]，有 ‖𝐷−1/2𝑣𝑖 ‖𝐷 = 1。

下面给出与定理 11.4、定理 11.5相对应的一般图上的结论，即定理 11.10。

定理 11.10

令 𝐺 表示一个无向、连通的非二部图，简单随机游走的转移矩阵 𝑃 = 𝐷−1𝐴 = 𝐷−1/2A𝐷1/2，特征值为
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11.1 图上的随机游走

♥

1 = 𝛼1 > 𝛼2 ≥ · · · ≥ 𝛼𝑛 > −1。那么对于所有的初始概率分布 𝒑0：

lim
𝑡→∞

𝒑0𝑃
𝑡 =

𝒅

2|𝐸 | ,

其中 𝒅 ∈ R𝑛, 𝒅(𝑖) = deg(𝑖)。

证明
因为 𝑃 = 𝐷−1/2A𝐷1/2，因此 𝑃𝑡 = 𝐷−1/2A𝑡𝐷1/2。此外，A 的特征分解可以表示为 A =

∑𝑛
𝑖=1 𝛼𝑖𝑣𝑖𝑣

>
𝑖 ，A𝑡 =∑𝑛

𝑖=1 𝛼
𝑡
𝑖 𝑣𝑖𝑣

>
𝑖 ，因此 𝑃𝑡 = 𝐷−1/2 (∑𝑛

𝑖=1 𝛼
𝑡
𝑖 𝑣𝑖𝑣

>
𝑖

)
𝐷1/2。

𝒑0𝑃
𝑡 = 𝒑0𝐷

−1/2
(
𝑛∑
𝑖=1

𝛼𝑡𝑖 𝑣𝑖𝑣
>
𝑖

)
𝐷1/2

= 𝒑0 · 𝐷−1/2𝛼𝑡1𝑣1𝑣
>
1 𝐷

1/2 + 𝒑0𝐷
−1/2

(
𝑛∑
𝑖=2

𝛼𝑡𝑖 𝑣𝑖𝑣
>
𝑖

)
𝐷1/2

=
𝒅

2|𝐸 | + 𝒑0𝐷
−1/2

(
𝑛∑
𝑖=2

𝛼𝑡𝑖 𝑣𝑖𝑣
>
𝑖

)
𝐷1/2 （𝛼1 = 1, 𝑣1 =

1√
2|𝐸 |

𝐷1/21且
𝑛∑
𝑖=1

𝒑0 (𝑖) = 1）

等式两边同时取极限，可得：

lim
𝑡

𝒑0𝑃
𝑡 = lim

𝑡

(
𝒅

2|𝐸 | + 𝒑0𝐷
−1/2

(
𝑛∑
𝑖=2

𝛼𝑡𝑖 𝑣𝑖𝑣
>
𝑖

)
𝐷1/2

)
=

𝒅

2|𝐸 | ,

这是因为在连通的非二部图中，1 > 𝛼2 ≥ 𝛼3 ≥ · · · ≥ 𝛼𝑛 > −1，因此在 𝑡 → ∞ 时，∀𝑖 > 1，|𝛼𝑡𝑖 | → 0，即
𝒑0𝐷

−1/2 (∑𝑛
𝑖=2 𝛼

𝑡
𝑖 𝑣𝑖𝑣

>
𝑖

)
𝐷1/2 → 0。 ■

定义谱间隔（spectral gap）为 𝑔 := min{1 − 𝛼2, 1 − |𝛼𝑛 |}。

通过谱间隔给出混合时间的上界：
定理 11.11

♥

令 𝐺 表示一个无向、连通的非二部图，𝑃 = 𝐷−1𝐴 = 𝐷−1/2A𝐷1/2 为图上的简单随机游走转移矩阵。则
𝜏𝜀 (𝑃) ≲ 1

𝑔 ln
(
𝑛
𝜀

)
。对于带权的无向、连通、非二部图，𝜏𝜀 (𝑃) ≲ 1

𝑔 ln
(

𝑛
𝜀 ·𝝅min

)
，其中 𝝅min = min𝑖∈[𝑛] 𝝅(𝑖) =

min𝑖∈[𝑛]
deg(𝑖)
2 |𝐸 | 。

11.1.6 一般图上的懒惰随机游走

在最后一节中，我们来研究一般图上的随机游走。与 1.4节类似，为了满足非周期性条件，我们定义一般图
上的懒惰随机游走：

定义 11.11 (懒惰随机游走)

♣

给定一个无向图 𝐺，其上的懒惰随机游走对应的转移矩阵𝑊 定义为：

𝑊 =
1
2
𝐼 + 1

2
𝐷−1𝐴.

与非二部图的情况类似，这里利用正则化邻接矩阵 A = 𝐷−1/2𝐴𝐷−1/2，可以得到：
𝑊 = 1

2 𝐼 +
1
2𝑃 = 𝐷−1/2 ( 12 𝐼 +

1
2A)𝐷1/2，与 1

2 𝐼 +
1
2A 相似，记为𝑊 ∼ 1

2 𝐼 +
1
2A；

根据谱的相似性，𝑊 的特征值与 1
2 𝐼 +

1
2A 的特征值相同，均为实数。
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引理 11.3

♥

令 𝐺 表示一个连通的无向图，其正则化邻接矩阵为 A。令 𝛼1 > 𝛼2 ≥ · · · ≥ 𝛼𝑛 表示 A 的特征值，对应的
一组标准正交特征向量为 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛，其中 𝑣1 = 1√

2 |𝐸 |
𝐷1/21。则：

𝑊 的特征值为 1+𝛼𝑖
2 ；

𝑊 的特征向量也为 𝐷−1/2𝑣1, . . . , 𝐷
−1/2𝑣𝑛。

证明 利用谱的相似性依次证明：
( 12 𝐼 +

1
2A)𝑣𝑖 =

1
2𝑣𝑖 +

1
2A𝑣𝑖 =

1
2𝑣𝑖 +

1
2𝛼𝑖𝑣𝑖 =

1+𝛼𝑖
2 𝑣𝑖，因此 1

2 𝐼 +
1
2A 的特征值为

1+𝛼𝑖
2 ，特征向量为 𝑣𝑖；由于

𝑊 ∼ 1
2 𝐼 +

1
2A，因此𝑊 与 1

2 𝐼 +
1
2A 的特征值相同，为

1+𝛼𝑖
2 ；

𝑊𝐷−1/2𝑣𝑖 = ( 12 𝐼 +
1
2𝑃)𝐷−1/2𝑣𝑖 = ( 12 𝐼 +

1
2𝐷
−1/2A𝐷1/2)𝐷−1/2𝑣𝑖 = 1

2𝐷
−1/2𝑣𝑖 + 1

2𝐷
−1/2A𝑣𝑖 = 1

2𝐷
−1/2𝑣𝑖 +

1
2𝐷
−1/2𝛼𝑖𝑣𝑖 =

1+𝛼𝑖
2 𝐷−1/2𝑣𝑖。

■
下面我们讨论一般图上随机游走的稳态分布。现在我们能够应用基本定理 11.4中的收敛结果（见推论 11.1）：

推论 11.1

♥

令 𝐺 表示一个无向、连通图。令𝑊 = 1
2 𝐼 +

1
2𝐷
−1𝐴表示懒惰随机游走的转移矩阵。则满足以下定义的分

布 𝝅是唯一的稳态分布：
𝝅(𝑖) = deg(𝑖)

2|𝐸 | .

即对任意的初始分布 𝒑0，其对应的 𝒑𝑡 = 𝒑0𝑊
𝑡 在 𝑡 →∞时收敛于 𝝅。

通过导率（conductance）给出混合时间的上界： 懒惰随机游走的转移矩阵 𝑊 = 1
2 𝐼 +

1
2𝑃，𝑊 的特征值为

1+𝛼𝑖
2 ，

均 ≥ 0。稳态分布为 𝝅 = 𝒅
2 |𝐸 |。此外，图 𝐺 的正则化拉普拉斯矩阵 L = 𝐷−1/2𝐿𝐷−1/2 = 𝐼 − A，特征值为

0 ≤ 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ · · · ≤ 𝜆𝑛 ≤ 2（对应的特征向量为 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛），其中 𝜆𝑖 = 1 − 𝛼𝑖。
定义谱间隔（spectral gap）为 𝑔 := 1

2 (1 − 𝛼2) = 1
2𝜆2。

定理 11.12

♥

令 𝐺 表示一个无向的连通图，𝑊 = 1
2 𝐼 +

1
2𝑃 为图上的懒惰随机游走转移矩阵。则 𝜏𝜀 (𝑊) ≲ 1

𝜙 (𝐺)2 ln
(
𝑛
𝜀

)
。

对于带权的无向连通图，𝜏𝜀 (𝑊) ≲ 1
𝜙 (𝐺)2 ln

(
𝑛

𝜀 ·𝝅min

)
。

11.2 随机游走的应用

11.2.1 生成树的均匀采样

通过随机游走，我们可以实现对一个无权图的所有生成树的随机采样。随机交换算法如下
1. 选择任意一个生成树 𝑇0

2. 对于 𝑡 = 1 . . . 𝜏重复：
去除 𝑇𝑡−1 中的一条边
随机加入一条边 𝑓 ∈ 𝐸 \ 𝑇𝑡−1使得 𝑓 重新连通被分开的两个连通分量
令 𝑇𝑡 := 𝑇𝑡−1 − 𝑒 + 𝑓

3. 输出 𝑇𝜏

随机交换算法的思想是将图 𝐺 的每一个生成树看成一个新的图 𝐻 中的一个顶点，𝐻 中的两个顶点之间存
在边当且仅当这两个生成树之间只差一条边（即可以通过删去一条边再添加另一条边的方式得到）。注意到，
|𝑉 (𝐻) | = Ω(𝑛𝑛−2)，证明 𝐻 上的随机游走可以快速收敛到稳态分布是非平凡的，这需要 𝐻 是一个扩展图 (ex-
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11.2 随机游走的应用

pander)，关于这个算法的具体分析需要用到耦合方法 (Coupling Method)和规范路径方法 (Canonical Path Method)，
也可以利用高维扩展图来证明。

11.2.2 局部图划分

Spielman-Teng算法通过从某个点开始做懒惰随机游走，可以找到图中的一个稀疏割。这个算法在实际应用
中非常有效，例如如果一个网络中的某个顶点 𝑣 属于一个社区，这个社区在整个网络中的导率很小，那么我们
就可以通过从 𝑣 开始做随机游走的方式恢复这个社区，这样恢复出来的结果与对原图做谱聚类的结果是相当的，
并且所花费的时间只与结果（社区的大小）有关，而与输入（原图的大小）无关。

Spielman-Teng算法还有一些变种，例如：Personalized PageRank Vector和 Evolving Sets。

11.2.3 聚类结构检测

我们希望区分一个图是网络图（由互联网上的页面构成）还是道路图（某个城市的地图），我们可以通过检
测这个图是否可以被划分成不超过 𝑘 个聚类结构的方式区分它们。直观上，一个网络图总是存在很多聚类结构，
而道路图很难划分成若干个聚类。

抽象成数学语言，如果图 𝐺 的某个顶点集 𝑆与其他部分的连通性很差，而 𝑆内部的连通性很好，那么 𝑆就
是一个好的聚类结构，我们可以用一些参数来形式化定义它们。

定义 11.12 ((内导率和外导率))

♣

对于一个图 𝐺 和它的一个顶点集 𝑆，其外导率定义为

outer_cond(𝑆) = 𝜙𝐺 (𝑆) =
#edges leaving S

#edges involving S
其内导率定义为

inner_cond(𝑆) = 𝜙(𝑆) = max
𝑇: |𝑇 | ≤ |𝑆 |/2

𝜙𝑆 (𝑇)

定义 11.13 ((𝜙-聚类))

♣
称顶点集 𝑆是一个 𝜙-聚类当且仅当其内导率 inner_cond(𝑆) ≥ 𝜙并且其外导率 outer_cond(𝑆) ≤ 𝑂 (𝜙2)

定义 11.14 (((𝑘, 𝜙)-可聚类))

♣
称一个图 𝐺 是 (𝑘, 𝜙)-可聚类的当且仅当 𝑉 (𝐺) 可以被划分为不超过 𝑘 个子集，每个子集都是一个 𝜙-聚类

目标：对于 𝑑-正则图 𝐺，只允许进行邻居查询（即查询一个点的所有邻居），检测图 𝐺 是 (𝑘, 𝜙)-可聚类的还
是 𝜀-远离 (𝑘, 𝜙)-可聚类的。

定理 11.13 ((非正式版本))

♥

当 𝑘, 𝑑为常数时，存在一个算法，对于 𝑛个顶点的 𝑑正则图 𝐺，在 𝑂 (
√
𝑛

𝜙2 · poly log 𝑛)的时间内以至少 0.9
的成功概率，

当 𝐺 是 (𝑘, 𝜙)-可聚类的时，接受 𝐺；
当 𝐺 是 0.0001-远离 (𝑘, 𝜙)-可聚类的时，拒绝 𝐺。

该算法的时间复杂度几乎是紧的，因为当 𝑘 = 1时，该问题的下界为 Ω(√𝑛)。
令 𝐷𝑣 为从 𝑣 开始做长度为 𝑙 （𝑙 被合适地选取）的随机游走得到的顶点的概率分布，直观上说，如果图 𝐺

是 (𝑘, 𝜙)-可聚类的，那么
当 𝑢, 𝑣来自同一个聚类，𝐷𝑢, 𝐷𝑣 是接近的（| |𝐷𝑢 − 𝐷𝑣 | |22 = 𝑜(1/𝑛)）
当 𝑢, 𝑣来自不同聚类，𝐷𝑢, 𝐷𝑣 是不接近的（| |𝐷𝑢 − 𝐷𝑣 | |22 = Ω(1/𝑛)）
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11.2 随机游走的应用

如果图 𝐺 是 𝜀-远离 (𝑘, 𝜙)-可聚类的，呢么存在 𝑘 + 1个不相交的集合，每一个的大小到比较大但割却比较
小。

于是我们可以设计下面的算法：
1. 随机采样顶点集 𝑆，|𝑆 | = 𝑂 (𝑘 log 𝑘)，初始化图 𝐻 为顶点集为 𝑆的空图。
2. 对于每一对顶点 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑆，如果 𝐷𝑢, 𝐷𝑣 是接近的，那么在图 𝐻 上连接 𝑢和 𝑣。
3. 如果 𝐻 有不超过 𝑘 个连通分量，那么接受，否则拒绝。
检测 𝐷𝑢, 𝐷𝑣 是否接近可以通过分别从 𝑢, 𝑣做 𝑂 (√𝑛 · poly log 𝑛)次长度为 𝑙 的随机游走的方式实现。
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第十二章 图的稀疏化

这一章中我们研究图的稀疏化的问题。给定一个图 𝐺 = (𝑉, 𝐸)，我们希望寻找它的一个生成子图 𝐺′ =

(𝑉, 𝐸 ′), 𝐸 ′ ⊆ 𝐸，使得 𝐻 能保持 𝐺 的某些指定性质，且满足 |𝐸 ′ |远小于 |𝐸 |。
例如，此前讨论过的生成树问题就可以看作一种保持连通性的稀疏化。

12.1 跨度图 (spanner)

本节中我们研究跨度图 (spanner)的问题. 这里我们想保留的是一个图的距离性质.

定义 12.1

♣

对于图 𝐺 = (𝑉, 𝐸), 𝐺 的一个 𝛼-跨度图 (𝛼-spanner)指的是它的一个生成子图 𝐺′ = (𝑉, 𝐸 ′),满足

∀𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉 : 𝑑 (𝑢, 𝑣) ≤ 𝑑𝐺′ (𝑢, 𝑣) ≤ 𝛼𝑑 (𝑢, 𝑣).

定理 12.1

♥
对于 𝑛阶图 𝐺,给定正整数 𝑘 ≥ 1,则 𝐺 存在一个 (2𝑘 − 1)-展开 𝐺′ 有 𝑂 (𝑛1+ 1

𝑘 ) 条边.

直观地说,我们总是可以在 𝐺 中删掉大量边,却保持每对点的距离至多增大到 2𝑘 − 1倍. 当 𝑘 = 1时, 𝐺′实际
上就是原图 𝐺;当 𝑘 = Ω(log 𝑛) 时, 𝑘-spanner的边数为 𝑂 (𝑛).

猜想 12.2 (Erds围长猜想) 对于正整数 𝑘 ≥ 2以及足够大的 𝑛,存在 𝑛阶图 𝐺 围长至少为 2𝑘 + 1,且有 Ω(𝑛1+ 1
𝑘 )条

边.

这个猜想 𝑘 较小的情形,以及它的逆命题已经被证明成立. 如果这个猜想为真,那么定理 12.1给出的界是紧
的.

断言 12.1 如果 Erds 围长猜想为真, 那么对于每个正整数 𝑛, 都存在一个 𝑛 阶图 𝐺, 使得如果 𝐺′ 是 𝐺 的一个
(2𝑘 − 1)-展开,则 𝐺′ 有 Ω(𝑛1+ 1

𝑘 )条边.

证明 我们采用 Erds围长猜想中的图 𝐺,即 𝐺 中没有长度不超过 2𝑘 的圈,且 𝐺 的边数为 Ω(𝑛1+ 1
𝑘 ). 下面我们证明

𝐺 没有非平凡的 (2𝑘 − 1)-展开.

采用反证法: 假定某个生成子图 𝐺′ = (𝑉, 𝐸 ′)是 𝐺 的一个 (2𝑘 − 1)-展开,选取某条不在 𝐸 ′中的边 𝑢𝑣,则应有
𝑑𝐺′ (𝑢, 𝑣) ≤ (2𝑘 − 1)𝑑 (𝑢, 𝑣) = 2𝑘 − 1,即存在某条长为至多 2𝑘 − 1的 𝑢 − 𝑣 路径. 然而,在 𝐺 中将这条路径与边 𝑢𝑣

拼接起来就得到了一个长度不超过 2𝑘 的圈,矛盾. ■
现在我们来证明定理 12.1 ,证明方法实际上是给出一个算法,构造出一个这样的展开 𝐺′.

Create-Spanner算法
初始化一个生成子图 𝐺′ = (𝑉, ∅).
将 𝐺 中所有边按任意顺序排序 𝑒1, . . . , 𝑒𝑚.

对于排序中的每条边 𝑒依次判断: 如果此时 𝑑𝐺′ (𝑢, 𝑣) > 2𝑘 − 1,则将 𝑒加入 𝐸 (𝐺′) 中.

输出 𝐺′.

断言 12.2 Create-Spanner算法输出的生成子图 𝐺′ 是 𝐺 的一个 (2𝑘 − 1)展开.

证明 任取 𝐺 中一对点 𝑢, 𝑣,记它们在 𝐺 中的最短路为 𝑃,则对每条边 𝑥𝑦 ∈ 𝑃,以下二者必居其一:

𝑥𝑦 ∈ 𝐸 (𝐺′);



12.2 割稀疏化

𝐺′中存在 𝑥 − 𝑦路,且其长度不超过 2𝑘 − 1. 这是因为如果不存在这样的路,那么在构造 𝐸 (𝐺′)的循环中,边
𝑥𝑦应当被加入 𝐸 (𝐺′).
因此,对于每对点 𝑢, 𝑣,总有

𝑑𝐺′ (𝑢, 𝑣) ≤
∑
𝑥𝑦∈𝑃

𝑑𝐺′ (𝑥, 𝑦) ≤
∑
𝑥𝑦∈𝑃
(2𝑘 − 1) = (2𝑘 − 1)𝑑𝐺 (𝑢, 𝑣).

■

断言 12.3 𝐺′ 的围长大于 2𝑘 .

证明 假定 𝐺′ 中存在长为至多 2𝑘 的圈 𝐶,取 𝐶 中最后被加入的边 𝑢𝑣,则在 𝑢𝑣 加入时, 𝐶 上剩余的边已经为点对
𝑢, 𝑣提供了一条长度不超过 2𝑘 − 1的路,与 𝑢𝑣加入 𝐸 (𝐺′) 的条件矛盾. ■

断言 12.4 如果 𝑛阶图 𝐺 的围长大于 2𝑘 ,那么 𝐺 的边数为 𝑂 (𝑛1+ 1
𝑘 ).

证明 采用反证法: 假定 𝐺 的围长大于 2𝑘 ,且有至少 10𝑛1+ 1
𝑘 条边. 不断删除 𝐺 中度数不超过 d𝑛 1

𝑘 e 的点,直到图
中没有任何这样的点存在. 通过这种方式删除的点数量至多为 2𝑛d𝑛 1

𝑘 e,从而至少有 8𝑛1+1𝑘 条边被保留.

由此得到的子图 𝐺′ 最小度 𝛿(𝐺′) 大于 d𝑛 1
𝑘 e. 然而,假定这样的图 𝐺′ 围长超过 2𝑘 ,即从一个点出发的两条长

度不超过 𝑘 的不同路径终点不会相同,则可以从一个点 𝑣出发构造一棵广度优先搜索树,其高度为 𝑘 ,除根 𝑣有至
少 𝛿(𝐺′)个子节点外,其它每个点都有至少 𝛿(𝐺′) − 1个子节点.

因此这棵树的点数至少为

1 + 𝛿(𝐺′) +
𝑘∑
𝑖=2

𝛿(𝐺′)(𝛿(𝐺′) − 1)𝑖−1 ≥ 1 + 𝑛 1
𝑘 +

𝑘∑
𝑖=1

𝑛
1
𝑘 (𝑛 1

𝑘 − 1)𝑖−1 > (𝑛 1
𝑘 )𝑘 = 𝑛.

从而 |𝑉 (𝐺) | ≥ |𝑉 (𝐺′) | > 𝑛,矛盾. ■
结合以上结论,我们就完成了定理 12.1的证明.

12.2 割稀疏化

目标：给定一个 𝑛个顶点的无权图 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 和 𝜖 ∈ (0, 1)，找到一个更加稀疏的带权图 𝐺′ 使得图的割被
保护，即

∀𝑆 ⊂ 𝑉, 𝑆 ≠ ∅ : 𝐸𝐺′ (𝑆,𝑉 \ 𝑆) ∈ (1 ± 𝜖)𝐸𝐺 (𝑆,𝑉 \ 𝑆)

我们称 𝐺′ 是 𝐺 的一个 (1 ± 𝜖)-割稀疏图,其中，𝐸𝐺′ (𝑆,𝑉 \ 𝑆)是 𝐺′ 中穿过这个割的所有边权之和，𝐸𝐺 (𝑆,𝑉 \ 𝑆)
是 𝐺 中穿过这个割的边的数量。

12.2.1 热身：完全图 𝐾𝑛 的稀疏化

构造 𝐺′ = 𝐺 (𝑛, 𝑝) 通过对于 𝐾𝑛 中的每一条边以 𝑝 = Ω( log 𝑛
𝑛 ) 的概率保留，对于保留下来的边将其权重设置

为 1/𝑝，则以高概率 (≥ 1 − 1/𝑛𝑐)，𝐺′ 是 𝐺 的一个 (1 ± 𝜖)-割稀疏图。
之所以将权重设置为 1/𝑝是为了保持其边权的期望仍然为 1，这个技巧也会在对一般的图的处理中用到。

12.2.2 对一般图做均匀采样

定理 12.3 ((Karger 93))

♥

若图 𝐺 的最小割为 𝑘，并且每条边以 𝑝 = Ω( log 𝑛
𝑘 ) 的概率采样，并设置其权重为 1/𝑝，最终得到的图 𝐺′

将保证以 ≥ 1 − 1/𝑛5的概率是 𝐺 的一个 (1 ± 𝜖)-割稀疏图。

证明 令 𝑋 为穿过某一个大小为 𝑘 的割 (𝑆,𝑉 \ 𝑆)的被采样的边的数量，注意到 E[𝑋] = 𝑘 𝑝，由 Chernoff不等式，

Pr[算法对于割 (𝑆,𝑉 \ 𝑆)失败] = Pr[|𝑋 − E[𝑋] | ≥ 𝜀E[𝑋]] ≤ 2𝑒−𝜀
2E[𝑋]/3 ≤ 1/𝑛𝑐
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12.2 割稀疏化

这里不能对所有 2𝑛 个割使用 union bound，我们需要更精细的分析。

断言 12.5 对于任意 𝛼 ≥ 1，所有大小不超过 𝛼𝑘 的割的数量至多为 𝑛𝑂 (𝛼)。

于是我们只对这些割使用 union bound，

Pr[算法对于某个割失败] ≤
ˆ ∞

1
𝑛𝑂 (𝛼)𝑒−𝛼𝑐 log 𝑛𝑑𝛼 ≤ 1/𝑛5

■

12.2.3 扩展：非均匀采样

注意到，均匀采样（即对每条边以同样的概率采样）的方法对于最小割很小的稠密图效果会很差，例如，哑
铃图有 Ω(𝑛2)条边但最小割为 1，用上一节的方法，我们只能得到一个边数大约为 𝑂 (𝑛2 log 𝑛)的图，这不是我们
想要的，因此，我们应该考虑以不同的概率采样每一条边。直观上说，我们希望以更大的概率保留那些重要的
边。

定义 12.2 ((𝑘-边连通))

♣
图 𝐺 是 𝑘-边连通的当且仅当删去任何 𝑘 − 1条边后 𝐺 仍然是连通的

定义 12.3 ((强连通性))

♣
一个 𝑘-强连通分量是指一个极大的 𝑘-边连通诱导子图。

定义 12.4 ((边的强度))

♣
边 𝑒的强度定义为最大的 𝑘 使得 𝑒属于某个 𝑘-强连通分量。

引理 12.1

♥

对于任意一条边 𝑒, 𝑘𝑒 是唯一的。
对于任意两个值 𝑘2 ≥ 𝑘1，一个 𝑘2-强连通分量一定被包含在某个 𝑘1-强连通分量内部。∑
𝑒 𝑘𝑒 ≤ 𝑛 − 1

证明 前两条结论的成立是显然的，我们这里只证明第三条结论。
设 𝐺的边连通度为 𝑘 ,则每条边 𝑒的强度至少为 𝑘 . 考虑 𝐺的一个最小边割 𝑐，其包含 𝑘 条边，并且其中每一

条边的强度 𝑘𝑒 ≥ 𝑘，因此，这些边对于求和项
∑
𝑒∈𝑐

1
𝑘𝑒
的贡献至多为 𝑘 · 1

𝑘 = 1。接着我们删去这些边，注意到对
于图中剩下的边，其强度 𝑘𝑒 不会变大，因此对于每个单独的连通分量 𝐺′，都有

∑
𝑒∈𝐺′

1
𝑘′𝑒
不小于

∑
𝑒∈𝐺′

1
𝑘𝑒
，其

中 𝑘 ′𝑒表示边 𝑒在 𝐺′中的强度。而剩下的图至少包含两个连通分量，我们可以对这些连通分量做重复的操作，不
断删去图中的边，最终得到一个空图。这个过程中每次删除至少会增加一个连通分量，因此删除至多重复 𝑛 − 1
次，而每次删除的边对求和项的贡献

∑
𝑒∈𝑐

1
𝑘𝑒
≤
∑
𝑒∈𝑐

1
𝑘′𝑒
≤ 1，因此

∑
𝑒

1
𝑘𝑒
≤ 𝑛 − 1。 ■

Benczúr-Karger稀疏化算法采样每条边 𝑒以 𝑝𝑒 = 𝑞/𝑘𝑒 的概率，其中 𝑞 = 𝐶 log 𝑛/𝜀2，再将保留下来的边的权
重设置为 1/𝑝𝑒。

定理 12.4 ((几乎线性的边稀疏算法))

♥

对于任意图 𝐺 和 𝜀 ∈ (0, 1)，应用 Benczúr-Karger稀疏化算法得到图 𝐻，图 𝐻 以很高概率满足：(1)其边
数不超过 𝑂 (𝑛 log 𝑛/𝜖2)；(2) 𝐻 是 𝐺 的 (1 ± 𝜖)-割稀疏图。并且其构造时间不超过 𝑂 (|𝐸 |)。

证明 根据 Benczúr-Karger稀疏化算法得到的图，其边数的期望为 𝑂 (𝑛𝑞) = 𝑂 (𝑛 log 𝑛/𝜖2)。因此，根据 Chernoff

bound，实际的边数也为 𝑂 (𝑛 log 𝑛/𝜖2)。
下面我们证明其维护了割的数量。令 𝐺𝑤 为将 𝐺 上的边的权重重新设置为 1/𝑝𝑒 = 𝑘𝑒/𝑞 后所得到的图。注

意到图 𝐺𝑤 中边的权重不是完全相同的，我们将 𝐺𝑤 根据其边的权重划分为一些权重相等的子图。
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12.3 谱稀疏化

令 𝑘1 < 𝑘2 < · · · < 𝑘𝑚′ 为 𝐺 上所有的边的强度值，注意到 𝑚′ ≤ 𝑚因为每条边的权重是唯一的。定义子图 𝐹𝑖

为由 𝐺 中强度至少为 𝑘𝑖 的边所构成的图，于是我们可以将 𝐺𝑤 改写为

𝐺𝑤 =
∑
𝑖

𝑘𝑖 − 𝑘𝑖−1

𝑞
· 𝐹𝑖

这是因为对于每一条强度为 𝑘𝑖 的边，其在左式 𝐺𝑤 中的权重为 𝑘𝑖/𝑞，而在右式中的权重为 (𝑘𝑖 − 𝑘𝑖−1)/𝑞+ (𝑘𝑖−1−
𝑘𝑖−2)/𝑞 + · · · + 𝑘1/𝑞 = 𝑘𝑖/𝑞。
接着，我们分别考虑在每个 𝐹𝑖 上的采样过程。对于图 𝐺 中的每一条边 𝑒，算法以概率 𝑝𝑒 保留它，这等价

于保留所有包含 𝑒的子图 𝐹𝑖。
固定一个 𝐹𝑖，我们断言

断言 12.6 对于 𝐹𝑖 的每一个连通分量 𝐶，𝐶 中的每一个割的期望大小都至少为 𝑞。

据此，我们可以利用定理 12.3推断出：随机采样后的每一个割值依然在其期望附近。下面我们给出断言 12.6的
证明
证明 考虑 𝐶 的一个任意的割，假设其有 𝑘 ′ 条边，于是这些边的强度至多为 𝑘 ′，根据引理的第二条，可以知道
在原图 𝐺 中，这些边的强度也至多为 𝑘 ′，因此，这些边被采样的概率至少为 𝑞/𝑘 ′，这意味着被采样到的边的数
量的期望至少为 𝑞。 ■

于是，根据定理 12.3可知，对于 𝐶中的每一个割，或者说对于 𝐹𝑖 中的每一个割，都维护了其期望在 (1± 𝜖)
的乘性误差内。

对于所有的图 𝐹𝑖 使用 union bound，可知算法在 (1 ± 𝜖) 的乘性误差内维护了原图 𝐺 中的所有割值，也就是
说以很高概率是我们可以得到原图的一个 (1 ± 𝜖)-割稀疏图。 ■

12.3 谱稀疏化

基于谱相似性，Spielman和 Teng介绍了一种更强的稀疏化的形式。
目标：给定一个 𝑛 个顶点的无权图 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 和 𝜀 ∈ (0, 1)，找到一个更加稀疏的带权图 𝐻 使得原图的

Laplace矩阵被保护，即
(1 − 𝜖)𝑥𝑇𝐿𝐺𝑥 ≤ 𝑥𝑇𝐿𝐻𝑥 ≤ (1 + 𝜖)𝑥𝑇𝐿𝐺𝑥, ∀𝑥 ∈ R |𝑉 |

这意味着
(1 − 𝜖)𝐿𝐺 � 𝐿𝐻 � (1 + 𝜖)𝐿𝐺

并且 𝐿𝐻 的所有特征值都是 𝐿𝐺 的特征值的 (1 ± 𝜖)近似。我们称 𝐻 是 𝐺 的一个 (1 ± 𝜖)-谱稀疏图。

12.3.1 谱稀疏化比割稀疏化更困难

引理 12.2

♥
如果 𝐻 是 𝐺 的一个 (1 ± 𝜖)-谱稀疏图，那么 𝐻 也是 𝐺 的一个 (1 ± 𝜖)-割稀疏图。

证明 对于顶点集 𝑆 ⊆ 𝑉，定义指示向量 𝜒𝑆 = (𝑰[𝑣 ∈ 𝑆])𝑣∈𝑉，于是

𝜒𝑇𝑆 𝐿𝐺𝜒𝑆 = 𝑤𝐺 (𝛿𝐺 (𝑆)), 𝜒𝑇𝑆 𝐿𝐻 𝜒𝑆 = 𝑤𝐻 (𝛿𝐻 (𝑆))

利用谱稀疏化的定义即证。 ■
Spielman-Teng证明了每一个图都可以在亚线性的时间内计算出一个只有 𝑂 (𝑛 log𝑐 𝑛/𝜖2) 条边的 (1 ± 𝜖)-割稀

疏图。后来他们将这个结论中的常数 𝑐改进到了 1。
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12.3 谱稀疏化

12.3.2 分析

定理 12.5 ((稀疏近似定理))

♥

令 𝑣1, . . . , 𝑣𝑚 ∈ R𝑛 满足
∑𝑚
𝑖=1 𝑣𝑖𝑣

𝑇
𝑖 = 𝐼𝑛，则存在一个子集 𝑇 包含不超过 𝑂 (𝑛 log 𝑛/𝜖2) 个向量和一些标量

𝑠𝑖 满足
(1 − 𝜖)𝐼𝑛 �

∑
𝑖∈𝑇

𝑠𝑖𝑣𝑖𝑣
𝑇
𝑖 � (1 + 𝜖)𝐼𝑛

为了找到这些向量和标量，我们可以按照 𝑝𝑖 ∝ ||𝑣𝑖 | |2 的概率采样向量 𝑣𝑖，如果被采样到了，则将标量 𝑠𝑖 设
置为 1/𝑝𝑖，这样我们保证了 E[𝑠𝑖𝑣𝑖𝑣𝑇𝑖 ] = 𝑣𝑖𝑣𝑇𝑖 ，整体期望仍然是 𝐼𝑛，算法如下

1. 令 ®𝑠 = 0，𝜏 ← 6 ln 𝑛
𝜖 2

2. for 𝑖 = 1 . . . 𝑚
令 𝑝𝑖 ← 𝜏 | |𝑣𝑖 | |2

以 𝑝𝑖 的概率将 𝑠𝑖 设置为 1/𝑝𝑖
3. 输出 𝑀 =

∑
𝑠𝑖𝑣𝑖𝑣

𝑇
𝑖

下面我们证明这个算法的稀疏性和正确性。
证明 对于稀疏性的分析，设向量 ®𝑠中非 0项的数量为 𝑆，则

E[𝑆] =
∑
𝑖

𝑝𝑖 = 𝜏
∑
𝑖

| |𝑣𝑖 | |22 = 𝜏
∑
𝑖

𝑣𝑇𝑖 𝑣𝑖 = 𝜏
∑
𝑖

Tr(𝑣𝑇𝑖 𝑣𝑖) = Tr(𝜏
∑
𝑖

𝑣𝑖𝑣
𝑇
𝑖 ) = 𝜏𝑛 = 𝑂 (𝑛 log 𝑛/𝜖2)

对于正确性的证明，我们可以利用矩阵 Chernoff bound [Tropp 2012]

定理 12.6 ((矩阵 Chernoff bound))

♥

令 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 ∈ R𝑛×𝑛 相互独立，且 0 � 𝑋𝑖 � 𝑟 𝐼，假设

𝜇min · 𝐼𝑛 �
𝑛∑
𝑖=1

E[𝑋𝑖] � 𝜇max · 𝐼𝑛

那么对任意 𝜖 ∈ (0, 1)，

Pr

[
𝜆max

(
𝑛∑
𝑖=1

𝑋𝑖

)
≥ (1 + 𝜖)𝜇max

]
≤ 𝑛 · 𝑒−𝜖 2𝜇/3𝑟 , Pr

[
𝜆min

(
𝑛∑
𝑖=1

𝑋𝑖

)
≤ (1 − 𝜖)𝜇min

]
≤ 𝑛 · 𝑒−𝜖 2𝜇/2𝑟

根据定理 12.6，令 𝑋𝑖 = 𝑠𝑖𝑣𝑖𝑣𝑇𝑖 ，注意到
∑𝑛
𝑖=1 E[𝑋𝑖] =

∑𝑛
𝑖=1 E[𝑠𝑖𝑣𝑖𝑣𝑇𝑖 ] =

∑𝑛
𝑖=1 𝑣𝑖𝑣

𝑇
𝑖 = 𝐼𝑛，因此 𝜇max = 𝜇min = 1。

于是以很高概率，矩阵
∑𝑛
𝑖=1 𝑠𝑖𝑣𝑖𝑣

𝑇
𝑖 的所有特征值都在 1 ± 𝜖 之间，即

(1 − 𝜖)𝐼𝑛 �
∑
𝑖∈𝑇

𝑠𝑖𝑣𝑖𝑣
𝑇
𝑖 � (1 + 𝜖)𝐼𝑛

■

定义 12.5 ((伪逆))

♣

令 𝐺 为连通图，其 Laplace矩阵为 𝐿𝐺 =
∑𝑛
𝑖=1 𝜆𝑖𝑢𝑖𝑢

𝑇
𝑖 ，其中 𝜆1 = 0，定义

𝐿†𝐺 =
𝑛∑
𝑖=2

1
𝜆𝑖
𝑢𝑖𝑢

𝑇
𝑖 , 𝐿†/2𝐺 =

𝑛∑
𝑖=2

1
√
𝜆𝑖
𝑢𝑖𝑢

𝑇
𝑖

定理 12.7 ((Spielman-Srivastava))

♥

对于任意图 𝐺 和 𝜀 ∈ (0, 1)，存在一个重新调整权重的图 𝐻，其边数不超过 𝑂 (𝑛 log 𝑛/𝜖2)，𝐻 是 𝐺 的
(1 ± 𝜖)-谱稀疏图。

证明 将 Laplace矩阵展开为 𝐿𝐺 =
∑
𝑒∈𝐸 𝑏𝑒𝑏

𝑇
𝑒。令 𝑈 ∈ R𝑛×(𝑛−1) 为第 𝑖列为 𝐿𝐺 的第 𝑖 + 1个特征向量 𝑢𝑖+1 的矩
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12.4 应用

阵，定义
𝑣𝑒 = 𝑈

𝑇𝐿†/2𝐺 𝑏𝑒

易证，
∑
𝑒∈𝐸 𝑣𝑒𝑣

𝑇
𝑒 = 𝐼𝑛−1，利用定理 12.5即得

(1 − 𝜖)𝐼𝑛−1 �
∑
𝑒∈𝐸

𝑠𝑒𝑣𝑒𝑣
𝑇
𝑒 � (1 + 𝜖)𝐼𝑛−1

也就是说
(1 − 𝜖)𝐿𝐺 �

∑
𝑒∈𝐸

𝑠𝑒𝑏𝑒𝑏
𝑇
𝑒 � (1 + 𝜖)𝐿𝐺

令 𝐻 为边 𝑒上的边权为 𝑠𝑒 的图，因为 𝐿𝐻 =
∑
𝑒∈𝐸 𝑠𝑒𝑏𝑒𝑏

𝑇
𝑒，因此 𝐻 是 𝐺 的一个 (1 ± 𝜖)-谱稀疏图，其边数

不超过 𝑂 (𝑛 log 𝑛/𝜖2) ■

12.3.3 几乎线性时间的谱稀疏化

我们想要高效的应用谱稀疏化算法，其核心在于快速地计算出采样概率。我们假设已知一个几乎线性时间
的 Laplace求解器 [ST14]，即给定 Laplace矩阵 𝐿𝐺 和一个向量 𝑏后，我们可以在几乎线性的时间内计算出 𝑥 使
得：

𝐿𝐺𝑥 ≈ 𝑏 ⇒ 𝑥 ≈ 𝐿†𝐺𝑏

我们计算边 𝑒 = (𝑖, 𝑗)的采样概率如下：

| |𝑣𝑒 | |22 = | |𝑈𝑇𝐿†/2𝐺 𝑏𝑒 | |22 = 𝑏𝑇𝑒 𝐿
†
𝐺𝑏𝑒 = 𝑏

𝑇
𝑒 𝐿
†
𝐺𝐿𝐺𝐿

†
𝐺𝑏𝑒 = 𝑏

𝑇
𝑒 𝐿
†
𝐺𝐵𝐵

𝑇𝐿†𝐺𝑏𝑒 = | |𝐵
𝑇𝐿†𝐺𝑏𝑒 | |

2
2

其中 𝐵 ∈ R𝑛×𝑚为边关联矩阵，因此我们只需要在 𝑛维空间中计算 𝑚 = |𝐸 | ≤ 𝑛2个向量即可。
为了加速计算，我们可以利用 JL-Lemma 对 𝐵𝑇𝐿†𝐺𝑏𝑒 进行降维，构造矩阵 𝑄 ∈ R𝑘×𝑚，其中 𝑘 ≈ log 𝑛/𝜖2，

𝑄𝑖 𝑗 ∼ 𝑁 (0, 1/𝑘),于是对于任意 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉，

(1 − 𝜖) | |𝑣𝑒 | |22 ≤ ||𝑄𝐵𝑇𝐿
†
𝐺𝑏𝑒 | |

2
2 ≤ (1 + 𝜖) | |𝑣𝑒 | |22

于是我们只需要计算 𝑍 = 𝑄𝐵𝑇𝐿†𝐺 ∈ R𝑘×𝑚，这只需要花费 𝑂 (𝑚 log 𝑛) 的存储空间，每当我们需要计算采样
概率 𝑍𝑏𝑒，我们只需要将 𝑍 中的两列相减，这可以在 𝑂 (log 𝑛)的时间内完成，于是总运行时间为 𝑂 (𝑚)。

最后，我们还需要说明矩阵 𝑍 = 𝑄𝐵𝑇𝐿†𝐺 可以在 𝑂 (𝑚) 的时间内计算出来。首先，我们先计算 𝑄𝐵𝑇，因为
𝐵𝑇 的每一行只有两个非零元素，因此这可以在 𝑂 (𝑘𝑚) = 𝑂 (𝑚) 的时间内完成。注意到 𝑍 的第 𝑖 行等于 𝑄𝐵𝑇 的
第 𝑖行乘矩阵 𝐿†𝐺，这可以写成 𝐿†𝐺 · 𝑦的形式，利用已知的几乎线性时间的 Laplace求解器，因此计算矩阵 𝑍 的
总时间为 𝑂 (𝑚)。

12.4 应用

12.4.1 割稀疏化的应用

割稀疏化可以帮助实现许多图上的问题的快速近似算法，例如，对于近似 𝑠 − 𝑡 最小割问题，我们可以先构
造一个只有 𝑂 (𝑛 log 𝑛/𝜖2)条边的 (1± 𝜖)-割稀疏图 𝐻，再在 𝐻上运行精确求解的算法，最终得到一个 (1± 3𝜖)的
近似解（Karger’s Algorithm [Kar00]可以在几乎线性的时间内求解精确的最小割）。

12.4.2 谱稀疏化的应用

谱稀疏化的一个主要的应用场景是设计几乎线性的 Laplace求解器，这在很多图算法和线性代数中有重要的
意义。

另一个应用场景是求解最小二乘问题。给定 𝐴 ∈ R𝑛×𝑑 和 𝑏 ∈ R𝑛，目标是找到 𝑥 ∈ R𝑑 使得 | |𝐴𝑥 − 𝑏 | |2 最小。
我们考虑约束个数很多的情况，即 𝑛 � 𝑑，此时精确求解的算法需要 Ω(𝑛poly(𝑑)) 的时间。
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12.4 应用

为了降低时间开销，我们希望找到一个 𝑥′ ∈ R𝑑使得 | |𝐴𝑥−𝑏 | |2 ≤ (1+𝜖) | |𝐴𝑥−𝑏 | |2，而只消耗 𝑂̃ (𝑛𝑑+poly(𝑑/𝜖))
的时间，这是几乎线性的。

这个问题的关键在于将矩阵 𝐴压缩成一个 𝑘 × 𝑑的矩阵 𝐵 = 𝑆𝐴使得 (1− 𝜖)𝐴𝐴𝑇 � 𝐵𝐵𝑇 � (1+ 𝜖)𝐴𝐴𝑇，这等
价于对任意的 𝑥满足 | |𝐴𝑥 | |2 ≈ ||𝐵𝑥 | |2，其中 𝑘 = poly(𝑑/𝜖)，于是

min
𝑥
| |𝐴𝑥 − 𝑏 | |2 = min

𝑥
| |𝐴(𝑥 − 𝐴−1𝑏) | |2 ≈ min

𝑥
| |𝑆𝐴(𝑥 − 𝐴−1𝑏) | |2 = min

𝑥
| |𝑆(𝐴𝑥 − 𝑏) | |2

也就是说 min𝑥 | |𝑆(𝐴𝑥 − 𝑏) | |2的解就是原问题的近似解。
为了得到矩阵 𝑆，我们首先将问题归约到 𝐴的列都是正交的情况，此时 𝐴𝑇 𝐴 =

∑𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖𝑎

𝑇
𝑖 = 𝐼𝑑，其中 𝑎𝑖 是

𝐴的第 𝑖列。根据定理 12.5，我们可以通过采样和重新设置权重的方式，得到矩阵 𝐵 =
∑𝑛
𝑖=1 𝑠𝑖𝑎𝑖𝑎

𝑇
𝑖 ≈ 𝐼𝑑，其中

只有 𝑂 (𝑑 log 𝑑/𝜖2)个非零项，也就是说 𝐵只有 𝑂 (𝑑 log 𝑑/𝜖2)行，这就完成了对矩阵 𝐴的压缩。

12.4.3 仅插入数据流模型下的谱稀疏化

注意到，在数据流模型下，我们可以构造一些小的稀疏化图，每个小的稀疏化图都是原图的一个小的子图
的稀疏化，我们可以使用合并和减小 (Merge & Reduce)的方法构造整个数据流的稀疏化图。
假设 A 是一个可以输出 (1 ± 𝛾)-谱稀疏图的算法，令 size(𝛾) = 𝑂 (𝛾−2𝑛) 为 A 输出的图的最大边数。注意

到，

命题 12.1

♠

谱稀疏化满足如下性质，
可合并：如果 𝐻1, 𝐻2 分别是 𝐺1, 𝐺2 的 (1 ± 𝛼)-谱稀疏图，那么 𝐻1 ∪ 𝐻2 也是 𝐺1 ∪ 𝐺2 的 (1 ± 𝛼)-谱
稀疏图。
可组合：如果 𝐻3 是 𝐻2 的 (1 ± 𝛼)-谱稀疏图，𝐻2 是 𝐻1 的 (1 ± 𝛽)-谱稀疏图，那么 𝐻3 是 𝐻1 的
(1 ± 𝛼𝛽)-谱稀疏图

于是我们可以设计Merge & Reduce算法如下：
将输入分割成 𝑡 = 𝑚/size(𝛾)个部分
令 𝐺0

𝑖 为第 𝑖个部分所构成的子图
递归定义：𝐺 𝑗

𝑖 = 𝐺
𝑗−1
2𝑖−1 ∪ 𝐺

𝑗−1
2𝑖 , ∀𝑖 ∈ [log2 𝑡], 𝑗 ∈ [𝑡/2𝑖]

应用稀疏算法 A: 𝐻0
𝑖 = 𝐺

0
𝑖 , 𝐻

𝑗
𝑖 = A(𝐻

𝑗−1
2𝑖−1 ∪ 𝐻

𝑗−1
2𝑖 )

近似性保证：根据 ?? 12.1，𝐻log2 𝑡
1 是一个 (1 ± 𝛾)log2 𝑡 -谱稀疏图，设置 𝛾 = 𝜖

2 log2 𝑡
，即可得到一个 (1 ± 𝜖)-谱

稀疏图。
复杂度保证：计算 𝐻

log2 𝑡
1 最多只需要存储 2 · size(𝛾) · log2 𝑡 = 𝑂 (𝜖−2𝑛 log3 𝑛) 条边，这是因为在每次计算完

𝐻
𝑗
𝑖 后，我们就丢弃 𝐻

𝑗−1
2𝑖−1和 𝐻

𝑗−1
2𝑖 ，也就是说对于每个 𝑗，在任何时候我们只要存储最多两个 𝐻

𝑗
𝑖。

Merge & Reduce算法使得在数据流上构造谱稀疏器的算法变得非常简单、有效并且空间复杂度很好。
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