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1. 概述	

分类问题的目标是将输入变量 x分到 K个离散的类别 kC 中的某一类，也就是说，通过
有标记的“训练集”学习一种划分的规则（我们希望规则越简单越好）。最常见的情况是，

类别互相不相交，因此，每个输入被分到唯一的一个类别中。因此输入空间被划分为不同的

决策区域（decision region），它的边界被称为决策边界（decision boundary）或者决策面

（decision surface）。通常，我们考虑分类的线性模型。所谓分类线性模型，是指决策面是

输入向量 x的线性函数，因此被定义为 D维输入空间中的（D-1）维超平面。如果数据集可

以被线性决策面精确地分类，那么则称这个数据集是线性可分的（linearly separable）。经

典的线性分类模型有感知器算法（Perceptron Algorithm），支持向量机（Support Vector 

Machine）。 

 

2. 分类的线性模型	

划分规则应当越简单越好，有以下几点原因： 

（1）对于新的数据容易计算标记值； 

（2）根据 VC-dimension和“ net-e ”： 
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因此，我们以下均考虑分类的线性模型。 
 

2.1. 判别函数	

判别函数是一个以向量 x为输入，把它分配到 K 个类别中的某一个类别（以二分类为

例，正类别，负类别）的函数。很多时候我们会考虑线性判别函数（linear discriminant 

function），即那些决策面是超平面的判别函数。 

线性判别函数的最简单形式是输入向量的线性函数，即 

0)( wxwxy T +=  

其中，w被称为权向量， 0w 被称为偏置。偏置的相反数有时被称为阈值。对于一个输入向
量 x，如果 0)( ³xy ，那么它被分到正类别（positive class），否则被分到负类别（negative 

class）。对应的决策边界由 0)( =xy 确定，它对应于 D维空间的一个（D-1）维的超平面。



考虑两个点 Ax 和 Bx ，两个点都位于决策面上。由于 0)()( == BA xyxy ，我们有

0)( =- BA
T xxw ，因此向量w与决策面内的任何向量都正交，从而w确定了决策面的方向。

类似的，如果 x是决策面内的一个点，那么 0)( =xy ，因此从原点到决策面的垂直距离为： 

x
w

w
xwT 0-=  

因此我们看到了偏置参数 0w 确定了决策面的位置。图 2.1给出了 D=2的情况下的这些性质。 

此外，我们注意到 )(xy 的值给出了点 x到决策面的垂直距离 r的一个有符号的度量。

考虑任意一点 x和它在决策面上的投影 ^x ，我们有 

w
wrxx += ^  

将这个等式的两侧同时乘以 Tw ，然后加上 0w ，并且使用 0)( wwxy T += 以及

0)( 0 =+= ^^ wxwxy T ，我们有 

w
xyr )(

=  

如图 2.1所示。 

此外，我们可以引入一个额外的虚“输入” 10 =x ，这会使得记号更简洁。引入“虚”

输入以后，我们定义 ),(~
0 www = 以及 ),(~

0 xxx = ，从而 

xwxy T~~)( =  

在这种情况下，决策面是一个 D维超平面，并且这个超平面会穿过 D+1维扩展输入空间的

原点。 

 

 

图 2.1 



2.2. 感知器算法（Perceptron	Algorithm）	

线性判别模型的一个典型例子是 Rosenblatt(1962) 提出的感知器算法。它在模式识别算

法的历史上占有重要的地位。它对应于一个二分类的模型，这个模型中，输入向量 x首先使

用一个固定的非线性变换得到一个特征向量 )(xf （将数据点上升到一个更高维度的空间中

以寻求线性分类器，具体内容见 2.3部分），这个特征向量然后被用于构造一个一般的线性

模型，形式为 

( ))()( xwfxy Tf=  

其中非线性激活函数 )(×f 是一个阶梯函数，形式为   
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向量 )(xf 通常包含一个偏置分量 1)(0 =xf 。对于二分类问题，对于标记变量的表示方法为

}1,0{Îy ，这对于概率模型来说很合适。然而，对于感知器而言，选择 }1,1{ -+Îy ，用 1+=y
来表示正类别， 1-=y 来表示负类别更方便，这与激活函数的选择相匹配。 

我们考虑一个误差函数，被称为感知器准则（perceptron criterion）。为了推导这个函数，我

们寻找⼀个权向量w使得对于正类别中的数据 nx 都 有 0)( >n
T xw f ，⽽对于负类别中的数

据 nx 都有 0)( <n
T xw f 。使⽤ }1,1{ -+Îy 这种标记变量的表⽰⽅法，我们要做的就是使得

所有的模式都满⾜ 0)( >nn
T yxw f 。对于正确分类的模式，感知器准则赋予零误差，⽽对于

误分类的模式 nx ，它试着最⼩化 nn
T yxw )(f- 。因此，感知器准则为 
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其中， )( nn xff = ，M 表示所有误分类数据点的集合。某个特定的误分类数据点对于误差

函数的贡献是空间中数据点被误分类的区域中w的线性函数，而在正确分类的区域，误差
函数等于零。总的误差函数是分段线性的。 

我们现在对这个误差函数使用随机梯度下降算法。这样，权向量w的变化为 

nn
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P
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其中h是学习率参数，τ是⼀个整数，表示算法运⾏次数。如果我们将w乘以⼀个常数，那
么感知器函数 ),( wxy 不变，因此不失⼀般性我们可以令学习率参数 1=h 。注意，随着训

练过程中权向量的不断改变，误分类的数据也会改变。 感知器学习算法可以简单地表⽰如

图 2.2。我们反复对于训练数据进⾏循环处理，对于每个数据 nx ，我们计算感知器函数。如

果数据被正确分类，那么权向量保持不变，如果数据被分类错误，那么对于正类别，我们把

向量 )( nxf 加到当前对于权向量w的估计值上，而对于负类别，我们从w中减掉向量 )( nxf 。

图 2.2说明了感知器算法。 



如果我们考虑感知器算法中一次权值更新的效果，我们可以看到，一个误分类数据点对

于误差函数的贡献会逐渐减小。因为 
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其中，我们令 1=h ，并且使用了不等式 02 >nn yf 。然而，这并不表明其他的误分类的

数据点对于误差函数的贡献会减小。此外，权向量的改变会使得某些之前正确分类的样本点

变成误分类的点。因此，感知器学习规则并不保证在每个阶段都会减小整体的误差函数。 

 

在引入以下定理之前，先定义 Margin的概念： 

1g 为所有正类别数据点中距离超平面最近的点的距离值； 

2g 为所有负类别数据点中距离超平面最近的点的距离值。 

超平面的 Marging 定义为 },min{ 21 ggg = ，直觉上，g 越大越好。 
 
感知器收敛定理： 

感知器算法最多循环
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{ }Marginmax* 超平面的分开正负类别数据点的
g
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证明：令 *w 为取到最大 Margin时对应的超平面的法向量。假设数据集在原始空间中是线性

可分的，即 Nixx iii ,,1,)( !===ff 。首先考虑 *,ww    
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其中， 的距离到是 0,, ** =wxxwxy iii    

于是，经过 t次循环后， **, gtww ³ 。其次我们考虑
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                                                    证毕。 
 

感知器收敛定理表明，如果存在一个精确的解（即，训练数据集是线性可分的），那么

感知器算法可以保证在有限步骤内找到一个精确解。但是需要注意的是，达到收敛状态所需

的步骤数量可能非常大，并且在实际应用中，在达到收敛状态之前，我们不能够区分不可分

问题与缓慢收敛问题。即使数据集是线性可分的，也可能有多个解，并且最终哪个解会被找

到依赖于参数的初始化以及数据点出现的顺序。此外，对于线性不可分的数据集，感知器算

法永远不会收敛。 

 
图 2.2 

 
2.3. 支持向量机（Support	Vector	Machine）	
2.3.1. 数据的特征转换	

当数据集在原始的表示空间中不是线性可分时，就会引入 kernel的工具。Kernel的本质

就是內积。和之前的 PCA,JL 变换的降维思想相反，kernel的方法是反其道行之：在原有维

度太低而不足以将数据集线性分开时，即，当在原始的 d维空间中找不到超平面将数据进行

分类时，就会考虑将原始的数据集上升到一个更高维度的空间中。 



考虑一个二维空间的直角坐标系，以 ),( 00 yx 为圆心，以 r为半径的圆，分布在圆内的
点记为正类别，分布在圆外的点记为负类别。显然，在二维空间中，这样分布的数据集无法

通过超平面进行线性分类。 

圆的方程： 22
0

2
0 )()( ryyxx =-+- ，将方程展开得， 

022 22
0

2
00

2
0

2 =-++-+- ryxyyyxxx ，改写成內积的形式如下： 

0),0,2,1,2,1(),1,,,,,( 22
0

2
000

22 =-+-- ryxyxxyyyxx  

于是，就从之前的二维向量表示上升到了 6维向量表示，从 6维空间的角度看，上述內

积为 0的等式代表了以 ),0,2,1,2,1( 22
0

2
000 ryxyx -+-- 作为法向量w的超平面。 

该例说明，在 2 维空间不足以将近似圆分布的数据集线性分开时，我们可以在一个 6

维的向量空间中寻找到一个超平面将原始数据集分开。该过程称为对数据集的核化/特征转

换（feature transformation）。值得注意的是，在进行升维的过程中，一个很大的缺陷是它的

计算复杂度上升了。在上述例子中，我们将坐标向量 ),( yx 替换成了 )1,,,,,( 22 xyyyxx ，改

变 6维向量每个维度前面的系数不影响结果，因为我们可以相应地来放缩向量每个维度的系

数。于是我们可以通过改变 6维向量前面的系数来降低高维空间中向量內积的计算量。 

如何设置 6维向量 )1,,,,,( 22 xyyyxx 每个维度变量前的系数： 
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目标：通过设置 61 ,, aa ! 的值来快速在 6 维空间中计算內积 )(),( 21 uu ff 。将

)(),( 21 uu ff 记为 ),( 21 uuK ，称为 2维空间向量 1u 和 2u 的核函数（kernel function）。   
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于是，已知 2维空间內积 21,uu 后，就能直接得到 6维空间的內积，将数据的表示从 2维

空间上升到 6维空间后，內积的计算量并没有变大。值得注意的是，这样的关于数据表示的

特征转换技术同样适用于无限维空间。我们并不需要知道 )()( 21 uu ff 和 的具体表达形式，

可能是无限维空间中的向量，我们只需知道 )()( 21 uu ff 和 的核函数 ))(),(( 21 uuK ff 的形式

即可计算出 )()( 21 uu ff 和 的內积。 
 
2.3.2. Support	Vector	Machine（支持向量机）	

	
	
	
	
	



	
	
	
	
	
	
	

确定了这些 support vector之后也就确定了超平面 H。可以想象点集可以被凸包（convex 

hull）或者多面体（polytope）包围。 
2R ：polygon （多边形） 3R ：polyhedron dR ：polytope 

Polytope的两个概念： 

Facet：(d-1)-dim的结构，可以看成是 d-1维的凸包 

Face：任何 k-dim的结构，其中 11 -££ dk ，即任何 k个顶点所包住的小区域。 

设 margin 最大的超平面 H 对应的两个超平面 H—
和 H+与两个凸包的接触区域分别为 -F 和

+F 。显然，接触区域为这两个 polytope的 face。然后将 +F 投影到超平面 H—
上，记为 +F 。 

断言： Æ¹Ç -+ FF  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

证明思路：假设 Æ=Ç -+ FF ，则我们可以通过旋转超平面使得 Æ¹Ç -+ FF 从而得到一

个 margin更大的超平面。 

于是，我们可以在 +F 区域中找到一个点 +q ，使得该点刚好投影在 -F 上，记为 -q 。 

设：正类别的点集为 },,,{ 21 nuuuP !=+ ，负类别的点集为 },,,{ 21 mvvvP !=-  

显然， -+ qq 和 都在这两个凸包中，从而，    
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其中， 10
1 1
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的一个凸组合是 ),,1;,,1( mjnivuqq ji !! ==-- -+ ， 

即 -+ -qq 在 }1;1{ mjnivu ji ££££- 的凸包里，这个凸包称为 的和 -+ PP Minkowski 

Difference，简记为 ),( -+ PPMD 。 

易知， }),(min{ -+-+ Î=- PPMDhhqq ， -+ -qq 是最佳超平面的法向量。 

因此，我们在 ),( -+ PPMD 里面找到的长度最小的向量就是 SVM模型中最佳超平面的法向

量，也就找到了最佳超平面。于是我们得到了以下结论： 

结论：SVM的最佳超平面的法向量Û ),( -+ PPMD 中长度最小的向量 

如何找到 ),( -+ PPMD 中长度最小的向量是很重要的一个优化问题，称为 Polytope Distance. 

是一个二次优化问题。 

Formulation：给定一个由 },,{ 1 tPP ! 组成的一个 polytope，找在这个 polytope里的一个点，

离原点最近，即： 
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