
最大割问题（Max-Cut） 
秦睿哲	

 
一、半正定规划（Semi-Definite Programming） 

首先我们考虑线性规划：
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如果是凸优化，则需要满足两个条件：①目标函数是下凸函数；②可行域（Feasible Domain）

是一个凸区域（Convex Region） 

 

而如果是半正定规划 SDP，对于{ }njixij ££ ,1   
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限制条件与线性规划略有区别。共同点是均为关于{ }ijx 的线性方程组；不同的是这里C必

须是一个半正定矩阵。这里半正定矩阵C可以理解成，在变量空间
2nR 中，对于 nRyÎ" ，

都有 0³CyyT 。当 y固定的时候，该不等式定义了
2nR 上的一个经过原点的半空间。 y取

不同值的时候，就形成了无穷个经过原点的半空间的交，从而形成了一个空间中的圆锥。 
 
二、最大割（Max-Cut） 

输入： ( ) ®=   ,EVG 无向有权图， Vvv ji Î" , ，两点边上的权值为 ( ) 0³= ijije ww  

输出： VS Í ， ( ) å
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问题（A) 

定义割向量{ }nyy ,,1 ! ，其中 iy 的取值为
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则最大割问题的数学模型等价于优化问题 ( )åå
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问题（B） 

在单位球面上 
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可以想象，问题（B）把定义域从 1± 扩大到单位球面上任何一个点都可以，所以问题（A）
的解一定是问题（B）的解之一，但是问题（B）的解不能全是问题（A）的解。 

令 jiij vvx ,=  

则原问题就变成了
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是半正定的
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三、Max-Cut算法 

1、将问题（A）转化成问题（B），得到{ } n
n Svvv Í,,, 21 !  

2、在 nS 上随机选取一个向量 r，令H 为与 r垂直的超平面。选择 { }0,   : ³rviS i 以及

{ }0,   :\ <rviSV i ，则 SVS \, 为最大割的结果。 
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注意到，此时 ( )SVS \,w 的期望 ( )[ ] ( ) ( )[ ]å
<

¹=
ji

jiij rvrvSVSE ,sgn,sgnPr \, ww  

这里的 sgn函数是符号函数，返回内部参数的正负。 
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可从图上看到， 
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再考虑最优值OPT的一个上界U ，得到我们结果的近似比
U
D

³
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（越接近 1，结果

越好）。由于问题（B）是由问题（A）放松得到的，即问题（B）比问题（A）的面更加广
泛，也就是说问题（B）的最优解一定大于问题（A）的最优解。 

问题（B）的目标函数 ( )å
<

-=
ji

jiij vvU ,1
2
1 w ， 

那么就可以推出我们的近似比³  
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即，我们的近似比的期望 878.0³  
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