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1. 概述	

对于大数据问题，通常采用随机采样的方法（random sampling），例如，机器学习算法

所使用的各种各样的训练集。面对海量数据，我们需要用样本性质来估计整体数据的性质。

如何确定样本大小来更真实反映出原始数据的特性，估计的误差和随机采样的样本大小之间

满足何种关系，VC-dimension 提供了背后的理论依据。值得注意的是，这些使用的训练集

并不等同于真实世界中的数据。例如，做图片/人脸识别，真实世界中的图像有无穷多个，

但机器学习算法的训练集时有限的。因此，需要证明所使用的训练集的数量是够用的，或者

是由于所选的数据集所导致的误差在多大的概率范围之内是可以接受的。VC-dimension 为

以上这些问题提供了理论保证，因而是整个机器学习理论的基础。 

 

2. 几个相关定义	

2.1. Range	Space	
定义一个二元组 ),( RX=å 是一个 range space。其中， X 是一个有限/无限集合，称为

Ground Set， }{ 的一个子集是XrrR = （ rangeXr 的一个是 ）。 

例如， X ：二维平面上的所有点； r：二维平面上的圆/三角形/矩形 

 
2.2. 投影	

给定一个 ),( RX=å ， XY Í ，定义 }{)( RrYrYPR ÎÇ= 是 上的投影在RY 。 

 
2.3. Shattered（打散）	

如果Y 是有限的，并且 Y
R YP 2)( = ，则称Y 能被 R“打散”（shattered）。 

 
2.4. 举例	

①r：平面上的圆；Y ： 2R 上的 3个点 

 Y 有 32 个子集，易知， }{平面上的圆=R 可以 shatter平面上的 3个点。 

②r：平面上的圆；Y ： 2R 上的 4个点，则Y 不能被 R shatter 

思考：当 r是平面上的矩形时，情况如何？ 

 

3. VC-dimension理论	

3.1. 定义	

给定一个 ),( RX=å ， =å :)(VC 最大的能被打散的 X 的子集大小，即 maximum 



non-break point。 
3.2. 举例	

3)),(( 2 =圆RVC ； +¥=)),(( 2 多边形RVC ； 1)),(( += dRVC d 球 	 	

	
3.3. 针对机器学习算法的 VC-dimension	[1]	

记H 为一个机器学习算法的假设空间（Hypothesis Set）， )(HdVC 称为该假设空间的

VC-维。因此，VC-dimension可以看作是假设空间的性质。不同的假设空间，它可以 shatter

掉的点数 N的能力是不同的。从 VC-dimension的角度而言，某个假设空间可以 shatter掉某

N个点（这 N个点从某个 probability distribution中产生），不一定是所有的 N个点，但是

的确存在一种 N个点的摆放情形，使得这种情形可以产生的二分数量（dichotomy）为 N2 。
但是，一旦超过这个假设空间的 VC-dimension的时候，就不存在任何一种点的分布情形（即，

不存在任何一个 probability distribution产生的数据集）产生最大完全的二分数量了。 

=VCd ‘minimum k’—1，其中，k为 non-break point，即，最小的不能被打散的点数。 

当 break point不存在时，VC-dimension ¥®   

HdN VC Þ£ can shatter some N inputs. 

NdN VC Þ> is a breake point for H. 

给定假设空间 H 和数据集 },,,{ 21 mxxxD != ，H 中的每个假设 h 都能对 D 中的数据

赋予标记，标记结果可表示为 

))}(,),(),({( 21 mD xhxhxhh !=  

随着 m的增大，H中所有假设对 D中的数据所能赋予标记的可能结果数也会增大。 

 

定理 3.3.1. [2] 对所有 有和任意 ,10, Hhm Î<<NÎ e  
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   假设空间 H中不同的假设对于 D中数据赋予标记的结果可能相同，也可能不同；尽管 H

可能包含无穷多个假设，但其对 D中数据赋予标记的可能结果数是有限的：对 m个数据，

最多有 m2 个可能结果。对二分类问题来说，H中的假设对 D中数据赋予标记的每种可能结

果称为对 D的一种“对分”。若假设空间 H能实现数据集 D上的所有对分，即 m
H m 2)( =P ，

则称数据集 D能被假设空间 H“打散”。 

现在可以正式定义假设空间的 VC-dimension： 
 
定义 3.3.2. 假设空间 H的 VC-dimension是能被 H打散的最大数据集的大小，即 

}2)(:max{)( m
H mmHVC =P=  

    dHVC =)( 表明存在大小为 d的数据集能被假设空间 H打散。注意：这并不意味着所



有大小为 d 的数据集都能被假设空间 H打散。因为，VC-dimension的定义与数据分布D无

关。因此，在数据分布未知时，仍能计算出假设空间 H的 VC-dimension。 

     通常这样来计算 H 的 VC-dimension：若存在大小为 d 的数据集能被 H 打散，但不存

在任何大小为 d+1的数据集能被 H打散，则 H的 VC-dimension是 d。 

     VC-dimension和增长函数有着密切联系，以下引理给出了二者之间的定量关系： 
 
     引理 3.3.3. 若假设空间 H的 VC-dimension是 d，则对任意 NÎm 有     
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     证明：  由数学归纳法证明。当 时，定理成立。或 10,1 === ddm 假设定理对
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     任何假设 HhÎ 对 mx 的分类结果或为+1，或为-1，因此任何出现在 'DH 中的串都会

在
DH 中出现一次或两次。令

DDH ' 表示在 DH 中出现两次的 'DH 中串组成的集合，即 
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     考虑到
DDH ' 中的串在 DH 中出现了两次，但在 'D

H 中仅出现了一次，有 

DDDD HHH '' +=  

     'D 的大小为 1-m ，由假设可得： 
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     令Q表示能被
DDH ' 打散的集合，由 DDH ' 定义可知 }{ mxQÈ 必能被 DH 打散。由于

H的 VC维为 d，因此
DDH ' 的 VC维最大为 d-1，于是有 
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由上述式子可得：   
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由集合 D的任意性，引理得证。 
      从引理 3.3.3.可计算出增长函数的上界： 
 
推论 3.3.4. 若假设空间 H的 VC维为 d，则对任意整数 dm ³ 有     
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根据推论 3.3.4.和定理 3.3.1.可得基于 VC维的泛化误差界： 
 

定理 3.3.5. 若假设空间 H的 VC维为 d，则对任意 有和 ,10, Hhdm Î<<> d  
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代入定理 3.3.1.，于是定理 3.3.5. 

由定理 3.3.5.可知，泛化误差界只与样例数目 m有关，收敛速率为 )/1( mO ，与数据分布

和具体的数据集无关。因此，基于 VC维的泛化误差界是分布无关（distribution-free）、数

据独立（data-independent）的。 
 
3.4. 重要结论	

如果 dRXVC =)),(( ，令 
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),(),,( 21
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kdkVCVCdk log)(),( 21 £SS£  

 

4. 两个与随机采样相关的定理	

4.1. )10( <<- ee net 	

XQÍ 是 netRX -=å e的),( ，如果 RrÎ" ，	
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4.2. )10( <<- ee sample 	

XQÍ 是 sampleRX -=å e的),( ，如果 RrÎ" ，	
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4.3. samplenet -- ee 和 的比较	

假如 sampleQ -e是 ：	 	 	
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因此， netsample -- ee 比 的定义更强。	 	 	

	
4.4. 两个定理	
定理 4.4.1.	
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	 	 	 	 	 	 	 	 	则 de -³- 1的概率是 sampleQ 	

定理 4.4.2.	
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	 	 	 	 	 	 	 	 	则 de -³- 1的概率是 netQ 	

5. sample-e 和 net-e 的应用	

sample-e 的应用：range counting 

net-e 的应用：SVM（超平面定义了一种 range） 
 

6. Probably	Approximately	Correct	Learning	(PAC	Learning)	[3]	

定理 6.1.	 任何 VC维有限的假设空间 H都是（不可知）PAC可学习的。 
  证明：假设Á为满足经验风险最小化原则的算法，h为学习算法Á输出的假

设。令 g表示 H中具有最小泛化误差的假设，即 
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以至少 d-1 的概率成立。由 
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可以解出m，再由 H 的任意性可 

知该定理得证。 
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