
主成分分析 
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1.	概述	

主成分分析（Principle Component Analysis），或者称为 PCA，是⼀种被⼲泛使⽤的技术，

应⽤的领域包括维度降低、有损数据压缩、特征抽取、数据可视化。它也被称为

Karhunen-Loève变换。 

通常可以分别采用几何和代数的语言来描述主成分分析。 

从几何的观点来看，有两种经常使⽤的 PCA的定义，它们会给出同样的算法。PCA可

以被定义为数据在低维线性空间上的正交投影，这个线性空间被称为主⼦空间（principal 

subspace），使得投影数据的⽅差被最⼤化。等价地，它也可以被定义为使得平均投影代价

最⼩的线性投影。平均投影代价是指数据点和它们的投影之间的平均平⽅距离。如下图所示，

主成分分析的目标是寻找⼀个低维空间，被称为主⼦平⾯，⽤紫⾊的线表⽰，使得数据点（红

点）在⼦空间上的正交投影能够最⼤化投影点（绿点）的⽅差。PCA 的另⼀个定义基于的

是投影误差的平⽅和的最⼩值，⽤蓝线表⽰。 

从代数的观点来看，PCA相当于是对数据矩阵的一种低秩近似（low rank approximation），

这里需要使用 SVD分解（singular value decomposition）来求解最优低秩近似矩阵。 

 

2.	几何的观点	

2.1.	几何上的定义	

令
d

n RPPPP Í= },...,,{ 21 是 d 维实内积空间中的 n个数据点组成的集合，PCA的目标

是在空间中找到一个最优 k维子空间（超平面）来近似这 n个数据点在空间中的分布，即，

用 )}(),...,(),({ 21 nPPP ppp 来近似 },...,,{ 21 nPPP ，其中 )( iPp 为数据点 iP在 k维子空间上的

正交投影。 
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2.2.	最简单情况： 0=k 	

当 0=k 时，即用一个点来近似所有数据点的分布。于是有： 
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目标函数可以写成为： 
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于是，
2

1

2 minmin qnqP
n

i
i -Û-å

=

µ ，即， µ=q ，矛盾。 

从而，当 0=k 时，最优近似点即为所有数据点的均值µ。	

	

2.3.	用 1³k 维的子空间近似数据分布	   

由 2.2.部分可知，当只用一个点来近似所有数据时，这个最优的近似点即为所有数据点
的均值。 

问题： 当 1³k 时，最优 k维超平面 F 是否一定包含了全体数据的均值 µ ？ 

同样采用反证法： 

假设 FÏµ ，此时可以将 F 平移到经过 µ的位置，得到一个新的超平面 'F ，并且 
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idea：设法将 1³k 的情形规约到 0=k 的情形。 

考虑 F 的正交补空间，在有限维实内积空间V 中，对于任一子空间 F ，都存在它的一

个正交补空间 ^F ，使得 ^Å= FFV ，于是 F 和它的正交补 ^F 中的标准正交基就张成了

整个空间V 。 

记a 为空间 F 中的任一向量在的正交补空间 ^F 上的投影。则有： 
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由于 )(Fa 是一个点，于是，我们通过在 F 的正交补上的投影操作，使得目标函数退化成了

0=k 的情形。 
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)(1)'( aa ，由 0=k 时的讨论可知， )'()( FF aa = 。于是， 'FF = , 

从而， FÎµ 。证毕。 

 

2.4.	确定最优 k维超平面的位置	

由 2.2.和 2.3.的讨论可知，最优 k维超平面一定包含所有数据点的均值 µ 。 

为方便起见，假设µ 是原点，确定最优 k维超平面只需要找到 k个标准正交基 ktt ,,1 ! 即可， 

},,{ 1 kttspanF != 。 

 
2.4.1. 最简单的情况（k=1） 

当 1=k 时，也就是用一条直线 1t 去近似所有数据的分布。这里假设 1t 是单位向量。 

由勾股定理可知： 

( )ååå
===

-=-
n

i
i

n

i
i

n

i
ii tPPPP

1

2
1

1

2

1

2 ,)(min p  

于是， ( )åå
=

=
=

Û-
n

i
it

n

i
ii tPPP

1

2
111

2 ,max)(min
1

p  

设数据矩阵
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对矩阵 A作 SVD 分解，有 TVSUA ××= ，其中，U 和V 都是正交矩阵， S为对角矩阵。

于是， 111 tVSUtVVAAt TT ×××=×××= 。 

由于V 是欧氏空间中的正交变换，因此它是保距同构的。而实內积空间中的任一保距同构

都保持向量长度不变，于是， 1tV T 仍然是一个单位向量。 

[ ]nuuuU ,,, 21 != ， [ ]dvvvV ,,, 21 != ， nddiagS d £= },,,{ 1 ss !  
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先考虑 2=d 时的情形： 
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于是， 2221111 µslµsl +=××× tVSU T ，令 111 µsl=x ， 222 µsl=y ， 
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于是，我们得到了，当 2=d 时，最优近似直线的方向即为数据矩阵 A作 SVD 分解后的正

交矩阵V 的列向量 1v 的方向（正向或反向）。 

同理可得，当 2³d 时， 11 vt ±=  
 
2.4.2. 用 1³k 维的超平面近似数据分布 

根据 2.4.1.部分的讨论，可以猜测： },,,{ 21 kvvvspanF !=  

证明：（采用反证法） 

假设 Fv Ï1 ，设 },,,{ 21 ktttspanF !=  
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于是我们可以构造一个新的超平面 },,,{' 21 kttvspanF != 。 'F 实际是 F 以 },,{ 2 kttspan !

为轴作旋转得到的一个经过 1v 的超平面。 

类比 1=k 的情形，有： 
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在 F'上有： 
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                Þ 'F 是最优的超平面 

                Þ 1v 在最优的 k维超平面上 

以此类推： Í},,{ 1 kvv ! 最优的 k维超平面 F 上。 

由于 kvv ,,1 ! 是一组互相正交的单位向量，因此构成了 F 的一个基。从而，最优的 k维超

平面 F 处在由 kvv ,,1 ! 张成的一个椭球上。于是，我们最终确定了最优超平面的位置。 

 

3.	代数的观点	

3.1.	代数上的定义	

令 A为数据矩阵，PCA 的目标是希望找到一个秩为 k的矩阵 kA ，使得矩阵 kAA- 的

Frobenious范数
FkAA- 最小。（ åå

= =

=
n

i

d

j
ijF
xX

1 1

2
） 

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

T
n

T

T

P

P
P

A
!

2

1

，

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

T
n

T

T

k

P

P
P

A

)(

)(
)(

2

1

p

p
p

!
 

由于 kvv ,,1 ! 是最优超平面 F 上的一个标准正交基，因此 
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将 A作 SVD分解： 
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4.	几何与代数定义上的等价性	

几何上： 
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5.	 	 PCA的缺点	

1）复杂度较高：对数据矩阵 A作 SVD分解时的计算复杂度是：并不是线性复杂度。 
2）需要近似计算特征向量，数值精度和稳定性会受到影响。 
3）有些数据不适合 PCA。 
4）对于大规模的数据集需要对数据作多次读取（比如用 QR分解），因此不太适应于分布式
计算和处理流数据问题。 
	
	
	


