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一、k-Means 

1、Voronoi Diagrams	 	

考虑一个集合 { } d
k RsssS Ì= ,,, 21 ! ，我们想知道这些点是如何分割空间 dR 的。

Voronoi图将 dR 分解为 k个区域，每个区域对应一个 Voronoi单元。这样就定义

了点 is 的区域：	

( ){ }iS
d

i sxRxR =Î= f| 	

其中 ( )xSf 就是指对于点 dRxÎ ， S中到它距离最近的点: ( ) iSsS sxx
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2、Lloyd’s Algorithm 

具体来说，k-Means聚类问题是找到有 k个聚类的集合 S，最小化	
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考虑给定的点集 dRPÍ ， nP = ，需要划分的聚类个数 +ÎZk 。	

	

Lloyd’s Algorithm(n,d,k)	算法过程：	

①	随机取 k个聚类中心{ } Pccc k Í,,, 21 ! 	

②	迭代过程：	

（1）计算每一个点到聚类中心的距离，选取最小值划分到 k 类（Voronoi 

Diagrams）	

（2）更新聚类中心 å Î
=

iCp
i
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c 1 	

重复（1）（2）过程，直到损失函数达到最小保持不变，或者其他的终止条件。	

（[1]	MATHEMATICAL FOUNDATIONS FOR DATA ANALYSIS）	

遗憾的是，无论如何选择收敛条件，该算法都不能保证找到最优的集合，很容易

陷入局部最小值，这种情况在 k 很大的情况下比较常见。也就是说，Lloyd’s 

Algorithm的结果可能是任意差的。	

	

3、k-Means的 hardness结论	

①	即使在低维空间（k是一个常数）中，仍是一个 NP-hard问题；	

②	在高维空间（k不是一个常数），即使 k=2，也是 NP-hard问题。	



总的来说，参数（n，d，k）中，d和 k只要有一个不是常数，k-Means都是 NP-hard

问题。	

	

4、k-Means++（[2]	K-Means++: The Advantages of Careful Seeding） 

由于 k-means算法的分类结果会受到初始点的选取而有所区别，因此提出这种算

法的改进 k-means++ 。这个算法是对初始点的选择进行改进，其他步骤都一样。

初始类中心选取的基本思路就是，初始的聚类中心之间的相互距离要尽可能的

远。	

算法主要分成两部分：（a）和（b） 

（a）如何选取初始类中心{ }kccc ,,, 21 !  

（b）Lloyd’s Algorithm	

关于（a）的算法：	

①	令 F=C ，随机取 { }11  , cCPc =Î ；	

②	对于 kj ~2= 	

1）对每一个 PuÎ ，定义： ( ) { }11 min, -££-= jicuCuD i 和概率	
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2）基于概率 f ，从 P中选取下一个类中心点 jc 	

整个过程（a）的时间复杂度为 ( )dnk ××Q ，这与 Lloyd’s Algorithm一次循环的复

杂度相等。	

k-Means的近似比的期望为 ( )klogQ 。	

	

考虑一个简单的情况：	

假设{ }kAAA ,,, 21 ! 为最优的 k个类，在每一个 jA ，随机选取一个点为 jc 。 

定义 
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Þ近似比的期望为 2。	

	

二、k-Median 

Center-Based Clustering：核心是找到 k个类中心点{ }kccc ,,, 21 !  
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考虑 k=1的情况下，两种方法在几何上的差异。 

k-Means： å
Î
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P
c 1
1  几何上为找点的重心。 

类似的，k-Median找的 1c 是几何上点的 Fermat点。 

 

结论：Lloyd Algorithm和 k-Means++都可以扩展到 k-Median。 

假设我们找到的类中心点为{ }kccc ,,, 21 ! ，则在 k-Means++中， ( ) ( )
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同样的，我们就可以在 k-Median++中计算概率 ( ) ( )
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三、k-Center	

1、k-Center 算法的目标是最小化 { }ikjPu
cu -

££Î 1
minmax 。我们使用的方法是 Gonzalez

算法（[1]	MATHEMATICAL FOUNDATIONS FOR DATA ANALYSIS）。 
	

Gonzalez算法（ dRPÍ , k）	

（1）初始化 F=C ，任取P中的一个点，令其为 1c ， { }1cC = ； 

（2） 2=j ；循环下列步骤直到 kj = ：	

①	取 { }ijiPuj cuc -=
-££Î 11

minmaxarg ；	

②	 { }jcCC È= ， 1+= jj .	

*注：	

·Gonzalez(n,d,k)算法的复杂度为 ( )dnk ××Q 	

·算法的质量保证： 2£
最优解的半径

我们得到的半径 	

	

2、【定理】Gonzalez算法输出 2倍近似比的 k-Center聚类结果。	

证明：假设最优的聚类结果为 kAAA ,,, 21 ! ，对应的类中心为 kaaa ,,, 21 ! 	

情况 1：{ }kccc ,,, 21 ! 恰好落在 kAAA ,,, 21 ! 里，记作 kk AcAcAc ÎÎÎ ,,, 2211 ! 。考

虑以 ja 为球心包住整个 jA ，所需的半径为 jr ；而以 jc 为球心包住整个 jA ，所需

的半径为 jr¢ 	

	

	

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 jr¢ 	

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 jc 	

	

	

	

	

从图上可以看出，显然有 jj rr 2£¢ ，从而近似比 2£ 	

情况 2：{ }kccc ,,, 21 ! 中存在两个类中心落在同一类中。不失一般性，我们假设

ii AcAcAc ÎÎÎ ,,, 2211 ! ， itAc ti ££Î+ 1  ,1 。	
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  （由 Gonzalez算法中心点的选择可知， 1+ic



是当前最远的点）	

不等式左侧 opt11 2rcaaccc tttiti £-+-£-£ ++ 	 	其中 optr 为最优半径	
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，这意味着 kii AAA ,,, 21 !++ 中的点到

{ }iccc ,,, 21 ! 的距离 opt2r£ 。同时与情况 1 相同的是， iAAA ,,, 21 ! 中的点到

{ }iccc ,,, 21 ! 的距离 opt2r£ 。因此，可以推出{ }kccc ,,, 21 ! 导致的近似比 2£ 。	

	

3、关于 k-Center聚类 Hardness结论：任何近似比 2< 的结果都是 NP-hard的问题，

即使 ( )1Q=d 。 
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